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AIRC AR FT STRUCTURAL OC MP NO ENTS 

iub yllareneg era tfarcriA l orf pu t m oc cisab eht m fo stnenop  
 

• Wi sgn  
• Fusel sega  
• iaT l nu i st  
• ortnoC l rus f seca  

erehT  era  airav t snoi  ni  ralucitrap  ;tfarcria  rof  ,elpmaxe  a atled  gniw  ia r tfarc  dluow  ton  
ylirassecen  ssessop  a latnoziroh  ,liat  hguohtla  siht  si  tneserp  ni  a dranac  arugifnoc t noi  hcus  sa  

o taht f T(rethgiforuE eht y .)noohp  

hcaE  co nenopm t sah  o en  or mo er  sp cifice  fu cn t snoi  dna  sum t eb  ised g den  to erusne  t ah t it nac  
rrac y  eseht tuo f tcnu i lefas sno y. 

 
Loads on tS ructur la  C mo p no e stn  

a na fo erutcurts ehT i arcr f uqer si t i d owt troppus ot der i o sessalc tcnits f l :dao  

eht  if rst, t demre  dnuorg  sdaol - sedulcni  lla  sdaol  deretnuocne  yb  eht  tfarcria  gnirud  tnemevom  
nal dna gniixat sa hcus dnuorg eht no noitatropsnart ro  gnitsioh dna ,gniwot ,sdaol gnid l dna ,sdao  

t eh  ces o ,dn  ria  sdaol - pmoc r sesi  sdaol  pmi o des  no  t eh  st cur t eru  gnirud  ilf ght yb  srevuenam  dna  
tsug s. 

ehT  owt  sessalc  fo  sdaol  yam  eb  rehtruf  dedivid  tni o ecafrus  secrof - hcihw  ca t nopu  t eh  afrus ce 
of t eh  st cur t ru ,e  hcus  sa  rea o cimanyd  dna  atsordyh t ci  ,erusserp  and ydob  fo cr es- hcihw  ca t o rev  

b decudorp era dna erutcurts eht fo emulov eht y treni dna lanoitativarg i .stceffe la  

,yllacisaB  lla  ria  sdaol  era  eht  stluser  fo  eht  erusserp  ubirtsid tion revo  t eh  secafrus  of t eh  sk ni  
b decudorp y daets y  ,thgilf m ug ro ,revuena s tidnoc t i sno . t ,yllareneG h user ese l esuac st  

 
• id r  tce l sdao  
• gnidneb  
• aehs r dna  
• ot rs noi  

la ni l o strap f dda ni erutcurts eht iti  ot no l aco l amron , l  erusserp l .niks eht no desopmi sdao  

lanoitnevnoC  cria tfar  yllausu  co sisn t fo  egalesuf , ,sgniw  dna  t enalplia . ehT  esuf l ega  noc at sni  
werc  dna  ,daolyap  t eh  al tt re  gnieb  ,sregnessap  ,ograc  ,snopaew  p sul  ,leuf  neped d ni g no  t eh  t epy  

fo  tfarcria  dna  sti  cnuf t ;noi  eht  sgniw  edivorp  eht  ,tfil  dna  eht  enalpliat  si  eht  niam  cont ubir ot r ot  
lanoitcerid  lortnoc . nI  idda tio ,n  relia o ,sn  tavele o ,sr  dna  t eh  reddur  elbane  t eh  p li ot to enam u rev  

eht  farcria  t dna  niam t nia  its st iliba ty ni  ilf ght, elihw  gniw  spalf  rp o ediv  t eh  assecen ry esaercni  of 
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tfil  rof  ffoekat  dna  al gnidn . erugiF  2.1  swohs  lacipyt  cimanydorea  ecrof  stnatluser  epxe r decnei  
by a na i daets ni tfarcr y .thgilf  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

oc larutcurtS 1.1 erugiF m a fo stnenop i rav dna tfarcr i  suo l meht no gnitca sdao  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  1.1  lapicnirP  cimanydorea  ecrof s on na  farcria t gnirud  thgilf . )a(  erusserP  ubirtsid t noi  
 gard dna tfil fo ecnerefsnart )b( ;lioforea na dnuora l  .C/A eht ot sdao  

ehT  ecrof  on na  rea o cimanyd  us r ecaf  ,gniw(  rev t laci  or ho nozir t la  t )lia  luser ts rf om a nereffid tial 
erusserp  ubirtsid t noi  uac des  yb  ,ecnedicni  ,rebmac  ro  a anibmoc tion of ob th. hcuS  a erusserp  

ubirtsid t ,noi  nwohs  ni  giF . ,)a(2.1  sah  rev t laci  ( fil t) dna  hor zi ont la  )gard(  luser t na ts ca t gni  at a 
nec t re  of erusserp  )PC( . nI(  ,ecitcarp  tfil  dna  gard  era  derusaem  cidneprep u ral  dna  rap lella  to t eh  

thgilf  ,htap  ).ylevitcepser  aelC r ,yl  eht  po is tion fo  t eh  PC  segnahc  sa  t eh  erusserp  d si t ubir tion 
w seirav i w ro deeps ht ni  g i ecnedicn .  

,revewoH  ereht  ,si  neinevnoc t ,yl  a tniop  ni  eht  lioforea  ces t noi  tuoba  hcihw  t eh  mo nem t eud  ot  
eht  fil t dna  gard  fo secr  sniamer  snoc t na t. eW  erofereht  ecalper  t eh  fil t dna  gard  secrof  ca t gni  ta  
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ca secrof gard dna tfil yb PC eht t gni  m tnatsnoc a sulp )CA( retnec cimanydorea eht ta o ,0M tnem  
sa  nwohs  ni  giF . )b(2.1 . ,yllautcA(  ta  ih gh hcaM  nu srebm  t eh  op is tion of t eh  CA  segnahc  eud  ot  

libisserpmoc i ).stceffe yt  

elihW  eht  esiwdrohc  erusserp  ubirtsid t noi  sexif  eht  isop t noi  fo  eht  natluser t cimanydorea  daol  ni  
eht  gniw  ssorc  ,noitces  eht  esiwnaps  tsid r noitubi  setacol  sti  noitisop  ni  aler t ,noi  ,yas  ot  eht  gniw  

.toor  A lacipyt  ubirtsid t noi  rof  a egalesuf/gniw  anibmoc t noi  si  nwohs  ni  giF . .1 3. Si im lar 
tubirtsid i roh no rucco sno i atnoz l iat lacitrev dna l rus f .seca  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

T 3.1 erugiF y acip l d tfil i tubirts i w a rof no i tanibmoc egalesuf/gn i .no  

 
 

,eroferehT  ew  ees  t ah t ,sgniw  t lia p ,enal  dna  t eh  egalesuf  era  hcae  su cejb t de  ot  cerid t, neb d ,gni  
,raehs  dna  lanoisrot  sdaol  dna  tsum  eb  dengised  ot  dnatshtiw  crit laci  co anibm t snoi  fo  t eseh . oN te 

taht  srevuenam  dna  stsug  od  on t ni t ecudor  nereffid t lo sda  ub t luser t ylno  in segnahc  of 
ngam i sop dna edut iti o no f t eht y o ep f  gnitsixe l giF ni nwohs sdao . .1.11  

revO  dna  ba o ev  t eseh  cisab  ni - thgilf  sdaol , segalesuf  yam  eb  dezirusserp  dna  ybereht  troppus  
pooh  ,sesserts  sgniw  yam  rac ry snopaew  ro/dna  artxe  leuf  knat s iw th luser t gni  idda t noi al 

cimanydorea  dna  bo yd  fo secr  noc tr ubi t gni  to t eh  sixe t gni  neb d ,gni  ,raehs  dna  t isro o ,n  elihw  t eh  
surht t dna  hgiew t fo  senigne  yam  ceffa t ie t reh  egalesuf  or niw gs neped d gni  on t rieh  aler t evi  

sop iti .sno  

dnuorG  sdaol  deretnuocne  ni  gnidnal  dna  t ixa gni  su cejb t t eh  farcria t to necnoc t ar t de  kcohs  
sdaol  t rh o hgu  t eh  racrednu r egai  sys t me  dna  t eh  hs o kc  nal d gni  daol  secudorp  a g vi en ,raehs  

uminim m p gnidneb l srot su i .no  

rehtO  sdaol  edulcni  enigne  rht u ts  no  eht  iw ngs ro  egalesuf  hcihw  ca ts ni  t eh  p enal  of mys em try 
tub  ,yam   esac eht ni o ne f g eni  ereves esuac ,eruliaf  alesuf ge gnidneb  stnemom nwohs sa ,  ni  .giF  
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;4.1  necnoc t ar t de  hs o kc  lo sda  ud r gni  a ac t pa u tl  ;hcnual  dna  rdyh od ny a cim  erusserp  on t eh  
f ro segalesuf l o stao f alpaes n .se  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

iF a yb desuac gnidneb gniw dna egalesuF 4.1 erug n acirtemmysnu l en  enig l .dao  

 
 
F CNU IT NO  OF STRUCTURAL OC M NOP ENTS 

ehT  cisab  snoitcnuf  of na  farcria t s’  st cur t eru  era  ot  t imsnar t dna  siser t t eh  deilppa  lo ,sda  ot  
rp o ediv  na  rea od ny a cim  ,epahs  a dn  to orp t ce t ssap ,sregne  lyap o ,da  sys t ,sme  dna  so forth rf om 

atnemnorivne eht l dnoc iti thgilf ni deretnuocne sno . meriuqer esehT e ni tluser ,tfarcria tsom ni ,stn  
niht  llehs  serutcurts  erehw  eht  retuo  ecafrus  ro  niks  fo  eht  llehs  si  yllausu  roppus t de  yb  

lanidutignol  st ineffi gn  mem sreb  and art nsv esre  f ar m se  ot  en ba le ti  ot  ser ist bendi ,gn  
,evisserpmoc  dna  lanoisrot  sdaol  tuohtiw  kcub l gni . hcuS  st cur t seru  era  nk o nw  sa  semi- 

m ono c euqo , elihw  niht  sllehs  hcihw  yler  ne t yleri  no  rieht  sniks  rof  rieht  icapac ty ot  tsiser  lo sda  
er era t derref o sa  m ono c uqo e. 

,tsriF  ew  llahs  redisnoc  gniw  ces tio sn  ,hcihw  elihw  ep r of r gnim  t eh  emas  cnuf tio ,n  nac  di reff  
ylediw  ni  t rieh  st larutcur  comp ixel t ,y  t eh  w gni  of t eh  ,llams  il ght regnessap  farcria t, t eh  eD  

dnallivaH  adanaC  niwT  ,rettO  pmoc r sesi  a ler ylevita  elpmis  tnemegnarra  fo  owt  ,sraps  ,sbir  
,sregnirts  dna  ,niks  elihw  t eh  gniw  fo  t eh  raH r rei  co sisn ts fo  nu suorem  ,sraps  ,sbir  dna  sk .ni  
,revewoH  on  rettam  woh  xelpmoc  eht  lanretni  larutcurts  nemegnarra t, t eh  nereffid t pmoc o nen ts 

smrofrep  eht  emas  nik d fo  cnuf t noi . ehT  epahs  fo  eht  ssorc  noitces  si  denrevog  yb  orea d cimany  
snoitaredisnoc  dna  ylraelc  tsum  eb  deniatniam  rof  lla  co anibm t snoi  fo  ;daol  siht  si  eno  fo  eht  

snoitcnuf  fo  eht  sbir . yehT  osla  tca  htiw  eht  niks  ni  siser t gni  eht  sid t ubir t de  anydorea cim  
erusserp  ;sdaol  t yeh  sid tr etubi  detartnecnoc  sdaol  ,.g.e(  egairracrednu  dna  idda tio lan  gniw  ts o er  

)sdaol  ni to t eh  st cur t eru  dna  sider t ubir te st sser  dnuora  d csi ont ni uit ,sei  hcus  sa  racrednu r ai ge 
,sllew  cepsni t noi  ,slenap  dna  leuf  ,sknat  ni  eht  gniw  us rf eca . sbiR  esaercni  eht  co nmul  gnilkcub  

 
| egaP  6 



sserts  fo  t eh  lo ign t lanidu  st sreneffi  yb  rp o iv d ni g dne  ser t niar t dna  se ta silb h gni  t rieh  colu nm  
eht ,rennam ralimis a ni ;htgnel y p eht esaercni l o sserts gnilkcub eta f th iks e n ap nel .s  

 
T py es of structur la  joi stn  

ehT  baf r aci t noi  of tfarcria  ,stnenopmoc  ,yllareneg  vni o sevl  t eh  jo gnini  of eno  rap t of t eh  
nenopmoc t to ona t reh . roF  ,elpmaxe  alesuf ge sniks  era  co cenn t de  to sregnirts  dna  ,semarf  

saerehw  gniw  sniks  era  detcennoc  ot  sregnirts  na d gniw  r sbi  u ,sseln  sa  ni  so em  ilim tary tfarcria  
htiw  hgih  gniw  ,sgnidaol  eht  sregnirts  era  denihcam  yllargetni  iw th t eh  w gni  niks . iW th eht  

tnevda  fo  lla  latem — munimula  lla oy— itcurtsnoc o ,n  detevir  stnioj  emaceb  eht  niam  of rm fo  
noitcennoc  iw th emos  wel gnid , hguohtla  munimula  lla o sy  era  d luciffi t ot  ,dlew  ,dna  ni  t eh  

os ,are nredom m  e stnioj deulg  hw ich xope esu y iser n. 

nI  siht  ces t ,noi  ew  llahs  co etartnecn  no  eht  llits  tnanimoderp  dohtem  fo  cennoc t :noi  gnitevir . nI  
,lareneg  detevir  jo stni  era  desserts  ni  xelpmoc  ,syaw  dna  na  ca etaruc  sisylana  si  ev ry netfo  
tluciffid  ot  eveihca  esuaceb  fo  eht  iunitnocsid t sei  ni  t eh  noiger  fo  eht  tnioj . ylriaF  edurc  

pmussa t ot sa snoi  jo tni  roivaheb  era  ,edam  ,tub  nehw  denibmoc  htiw  epxe r ,ecnei  efas  sngised  era  
rp o .decud  

 
elpmiS  paL  tnioJ  

erugiF  .1 5 swohs  owt  setalp  fo  ssenkciht  t co cenn t de  to eg t reh  yb  a elgnis  enil  fo  r evi t ;s  t sih  t epy  
 fo j ret si tnio m  a de l  pa j o eno si dna tnio f tcurtsnoc ni desu tselpmis eht i .no  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 pal detevir elpmiS 5.1 erugiF j .tnio  
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ppuS o es  t ah t t eh  p al t se  rac ry egde  loads of /P u in t w di th t ah t t eh  r evi ts era  of dia em t re  d dna  era  
decaps  ta  a sid t ecna  b trapa  dna  t ah t t eh  sid t ecna  rf om t eh  enil  fo  r evi ts ot  t eh  egde  of hcae  p al te 

is a.  era erehT f  elbissop ruo m o sedo f  hcihw eruliaf m snoc eb tsu i ered  sa d f lo l .swo  
 

teviR  raehS  

ehT  stevir  yam  liaf  yb  raehs  rca o ss  t rieh  emaid t re  ta  t eh  ni t ecafre  fo  t eh  p al t se . ,nehT  fi  eht  
umixam m liw stevir eht sserts raehs l wi  dnatsht i  s η  , f w rucco lliw erulia h ne  

 
 
 
 
 

hw ich gi sev  
 
 
 
 
 

gniraeB  erusserP  

rehtiE  eht  evir t ro  alp te yam  liaf  eud  to aeb r gni  p erusser . ppuS o es  t ah t bP  si  t sih  erusserp  then 
liw eruliaf l nehw rucco  

 
 
 
 
 

t os h ta  
 
 
 
 
 

etalP  eruliaF  ni  noisneT  

ehT  aera  fo  etalp  in isnet on la o gn  eht  enil  fo  r evi ts si  decuder  eud  to t eh  ecneserp  of r evi t ho .sel  
erehT f i ,ero f u eht l  si etalp eht ni sserts elisnet etamit ζu tl   , f ia l ru e will occ w ru hen 

 
 
 
 
 
f or m hcihw  

 
 

| egaP  8 

1 



 
 
 
 
 

raehS  eruliaF  ni  a etalP  

aehS r gni  fo  eht  p al t se  am y rucco   no t eh  p senal  cc  ser ult gni  ni  t eh  r evi ts be gni  deggard  o  tu of t eh  
pl eta . fI  t eh  mumixam  raehs  sserts  ta  eruliaf  fo  eht  etam r lai  fo  t eh  alp t se  si  ,2η  t neh  a eruliaf  o  f  
ht i t s y w rucco lliw ep h ne  

 
 
 
 

hw ich gi sev  
 
 
 
 
 

tnioJ  ycneiciffE  

ycneiciffe ehT  o j a f o noitcennoc ro tni  si  c yb derusaem o lautca eht gnirapm  eruliaf  iw daol t taht h  
hcihw  dluow  ylppa  fi  t ereh  erew  on  evir t seloh  ni  t eh  p al te. ,nehT  rof  eht  jo tni  nwohs  ni  .giF  

 eht ,5.11 j  ycneiciffe tnio ε nevig si  yb  

 
 
 
 
 

puorG - teviR ed Joi stn  

steviR  m ya  eb  no depuorg  hcae  edis  fo  a jo tni  hcus  eht taht  ycneiciffe  of eht  jo tni  si  a .mumixam  
esoppuS  aht t two alp t se  era  co cenn t de  sa  hs o nw  ni  giF . 6.1  dna  t ah t xis  r evi ts era  qer u deri  on 

s hcae i ed . fI  ti  si  demussa  taht  hcae  evir t si  yllauqe  lo ,deda  t neh  t eh  nis g el  r evi t  no t eh  enil  a iw ll 
ekat  eno - xis th fo  eht  ot t la  lo da . ehT  owt  stevir  no  eht  enil  bb  lliw  neht  erahs  two- xis t sh  fo  t eh  
,daol  elihw  t eh  t eerh  r evi ts on t eh  enil  cc  w lli  hs a er  t erh e- xis t sh  of t eh  lo da . nO  t eh  enil  ,bb  t eh  

aera  fo  rc o ss  ces tion of t eh  p al te si  decuder  yb  two evir t ho sel  a dn  t ah t on t eh  enil  cc yb  t eerh  
r evi t ho sel  so t ,tah  aler t ,ylevi  t eh  jo ni t si  sa  stro gn  at t eseh  ces tio sn  sa  at a. ferehT o ,er  a mo er  

ellarap owt ,yas ,ni degnarra erew stevir eht fi naht deniatbo si tnioj tneiciffe ht fo swor l r .ee  

 
 
 
 

| egaP  9 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

puorg A 6.1 erugiF -  detevir j .tnio  

 
 

rtneccE i yllac  daoL ed teviR ed Joi stn  

ehT  detekcarb  noitcennoc  nwohs  ni  giF . 7.1  seirrac  a daol  P esffo t morf  t eh  centro di  of t eh  tevir  
puorg . ehT  evir t rg o pu  si  t neh  su cejb t de  ot  a raehs  lo da  P t rh o hgu  its nec tro di  dna  a moment or 

tor euq  Pe tuoba  sti  nec tro di . tI  si  demussa  t ah t t eh  hs e ra  load P si  d si tr ubi t de  uqe a yll  ma o gn  t eh  
r evi t ,s  gnisuac  a raehs  fo ecr  ni  hcae  r evi t lellarap  to t eh  enil  of ca tion of P. ehT  mo nem t Pe si  

ussa dem  to rp o ecud  a raehs  fo ecr  S ni  hcae  r evi t erehw ,  S ca ts ni  a d ceri tion prep end ci u ral   ot t eh  
enil  jo gnini  a citrap u ral  tevir  ot  eht  diortnec  fo  eht  r evi t rg o .pu  ,eromrehtruF  eht  eulav  fo  S si  

troporp eb ot demussa i ano l o ecnatsid eht ot f  tevir eht f or m t ortnec eh i o d f .puorg tevir eht  Then 

 
 
 
 
If ,rk=S  wh  ere k  tnatsnoc a si f la ro l neht ,stevir  
 
 
 
 
f or m hcihw  

 
 
 
 
and 
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 mus rotcev eht neht si tevir a no ecrof tnatluser ehT o ot eud secrof eht f  P an  d Pe. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 erugiF rtneccE 7. i llac y l  dedao j .tnio  

Use of ehdA s sevi  

nI  idda t noi  ot  detevir  cennoc t ,snoi  sevisehda  evah  neeb  desu  dna  era  st lli  gnieb  desu  ni  ia r tfarc  
,noitcurtsnoc  ,hguohtla  ,yllareneg  yeht  era  lpme o dey  ni  saera  fo  wol  sserts  ecnis  t rieh  acilppa t noi  

si  st lli  a tam t re  of hcraeser . fO  eseht  ad ,seviseh  yxope  sniser  era  t eh  som t neuqerf t yl  u des  ecnis  
yeht  evah  eht  segatnavda  ,revo  ,yas  retseylop  ,sniser  fo  doog  evisehda  ,seitreporp  wol  hs r egakni  

ud r gni  eruc  os  t tah  laudiser  st sesser  era  ,decuder  og od em c cinah al rp o rep t ,sei  dna  t eh rmal 
bats ility. ehT  suludom  dna  lu t etami  st htgner  fo  yxope  niser  ,era  typi ac ,yll  0005  dna  N001 /mm2. 
xopE y  eht sa ylevisnetxe dnuof won era sniser m oc xirta m oc suorbif ni tnenop m sop i .set  
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AIRFRAME L SDAO  

iA rcr aft In re ait  Loa sd  

ehT  mumixam  sdaol  no  eht  stnenopmoc  fo  na  s’tfarcria  erutcurts  yllareneg  rucco  nehw  t eh  
tfarcria  si  grednu o gni  so em  mrof  of arelecca t noi  ro  areleced t ,noi  hcus  sa  ni  nidnal g ,s  ekat - ,sffo  

dna  srevuenam  iw t nih  eht  hgilf t dna  sug t olevne p se . ,suhT  erofeb  a larutcurts  co pm o nen t nac  eb  
,dengised  t eh  reni t ai  lo sda  gnidnopserroc  to t eseh  arelecca t snoi  dna  areleced t snoi  must eb  

ac l detaluc . roF  eseht  ,sesoprup  ew  llahs  esoppus  taht  na  tfarcria  si  a r digi  ydob  dna  tneserper  ti  
 a yb r digi  ,ssam  m giF ni nwohs sa , . 8.1  . llahs eW  redisnoc ,egats siht ta ,osla  noitom  enalp eht ni  

fo  eht  ssam  hcihw  dluow  dnopserroc  ot  gnihctip  fo  eht  tfarcria  iw t tuoh  llor  ro  way . eW  llahs  osla  
esoppus  taht  t eh  nec t re  fo  ivarg ty )GC(  of t eh  ssam  sah  oc o anidr t se 𝑥, 𝑦 derrefer  ot  x dna  y sexa  

a na gnivah r ib t ar r o y r nigi   ;O t eh  ssam  or si tat uoba gni t  sixa na t cidneprep O hguorh u  ral t  o t yx eh  
w enalp i ugna tnatsnoc a ht l ev ra l co ity .ω  

ehT  arelecca t noi  fo  yna  po ni t, a sid t ecna  r morf  ,O  si  ω2r dna  si  d ceri t de  to draw  O  . Thus, 
eht  aitreni  a ecrof  no gnitc t nemele eh t, δm  , i ω s 2 sa ,noitarelecca eht ot etisoppo noitcerid a ni mδr  

nwohs  ni  giF . 8.1 . ehT  nenopmoc ts of t sih  ni ert ai  fo ,ecr  larap l le  ot  t eh  x dna  y a ,sex  era  
ω2 socmδr  θ a dn  ω2 θnismδr , cepser t ,ylevi  o ,r  ni  t smre  of x a dn  y, ω2xδm a dn  ω2 δy m. The 

user l treni tnat i  a f F ,secro x an  d Fy eht era , n ig v yb ne  

 
 
 
 
 
 
 
ni  hcihw  ew  on te t tah  t eh  ralugna  lev o ic ty ω si  snoc t na t dna  yam  t reh efo er  eb  t neka  edistuo  eht  

argetni l ngis . nI  t eh  ba o ev  isserpxe o ,sn  ʃ x dm na d  ʃ y dm era  t eh  mo nem ts of t eh  ,ssam  m, ba tuo  
 eht y an  d  x levitcepser ,sexa y t os , h ta  

 
 
 
and 

 

fI  t eh  GC  seil  on t eh  x xa is  , 𝑦 = 0 dna  Fy= 0. alimiS r ,yl  fi  eht  GC  seil  no  eht  y ,sixa  Fx = .0  
Cl w sedicnioc O fi ,ylrae i  ,GC eht ht 𝑥 = 𝑦  = 0 an  d Fx  = Fy = .0  
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enI 8.1 erugiF tr i  a f r a no secro i ugna tnatsnoc a gnivah ssam dig l ev ra l co ity. 

 
 

ppuS o es  won  t tah  t eh  rig di  ob dy si  su jb ect de  to na  a gn u ral  cca e arel tion (or ced e arel tio )n  α ni  
idda t noi  ot  eht  tnatsnoc  ralugna  lev o ic t ,y  ω, sa  nwohs  ni  giF . 9.1 . nA  lanoitidda  aitreni  ecrof , 

α mδr , ca ts on t eh  element δm ni  a d ceri tion rep p ne d ci u ral  ot  r dna  ni  t eh  o pp o is te esnes  ot  t eh  
an ecca ralug l tare i .no  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

trenI 9.1 erugiF i  a f r a no secro i tarelecca ralugna na ot detcejbus ssam dig i .no  

sihT  reni t ai  ecrof  sah  stnenopmoc  socmδrα  θ dna  nismδrα  θ, e.i . α δx m dna  αyδm, ni  t eh  y dna  x 
di tcer i levitcepser ,sno y. tnatluser eht ,suhT  ,secrof aitreni  Fx an  d Fy vig era , e yb n  

 
 
 
 
and 
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 rof  α d eht ni i tcer i s no h wo n.  sa ,nehT bef ero  
 
 
 
and 

 

slA o, fi  t eh  GC  il es on t eh  x ,sixa  𝑦 = 0 dna  Fx = .0  alimiS r ,yl  fi  eht  GC  seil  on t eh  y  ,sixa 𝑥 = 0 
an  d Fy = .0  

ehT  to euqr  ba out t eh  sixa  of or tat noi  rp o decud  yb  t eh  reni t ai  fo ecr  pserroc o gnidn  to t eh  na gu ral  
tnemele eht no noitarelecca  δm ig si ven yb  

 
 
 

 ,suhT f oc eht ro mpl  ete m ssa  

 
 
 
 

ehT  largetni  mret  ni  siht  isserpxe on si  eht  mo tnem  fo  reni t ,ai  IO, of t eh  ssam  ba out t eh  sixa  of 
tor ati no  . Thus, 

 
)1(  

noitauqE  )1(  yam  eb  nettirwer  ni  smret  fo  ICG, eht  mo tnem  fo  aitreni  fo  eht  ssam  tuoba  na  sixa  
p eht ot ralucidneprep l o ena f  eht m ht ssa .GC eht hguor  arap eht gnisu ,ecneH l el l ax t se h meroe  

 

 erehw 𝑟 i d eht s i ats n  ec b eewte n a O n GC eht d  . Then 

and 
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F CA T SRO  OF AS F TE Y-FLI HG T EN LEV OPE 

ehT  lortnoc  of iew ght ni  farcria t ngised  si  fo  xe t emer  ropmi t ecna . sesaercnI  ni  thgiew  eriuqer  
st regnor  st cur t seru  to troppus  t ,meh  hcihw  ni  t nru  dael  to ruf t reh  sesaercni  ni  iew ght dna  so o .n  

sessecxE  of st cur t laru  iew ght naem  ressel  ma o nu ts of ,daolyap  t ybereh  ceffa t gni  t eh  ce ono cim  
ilibaiv ty fo  eht  .tfarcria  ehT  tfarcria  rengised  si  erofereht  yltnatsnoc  gnikees  ot  erap  sih  s’tfarcria  
thgiew  ot  eht  uminim m co apm t elbi  htiw  efas ty. ,revewoH  ot  erusne  lareneg  muminim  sdradnats  

fo  htgnerts  dna  efas t ,y  rowria t ssenih  aluger t snoi  yal  nwod  lareves  caf ot sr  hcihw  t eh  pr ami ry 
erutcurts  fo  eht  tfarcria  tsum  yfsitas . esehT  era  eht  timil  ,daol  hcihw  si  eht  mumixam  daol  taht  

eht  farcria  t si  ot detcepxe  epxe r ecnei  ni  on r lam  arepo tio ;n  t eh  foorp  ,daol  hcihw  si  t eh  rp o cud t fo  
t eh  imil t lo da  dna  t eh  orp of caf ot r 0.1( – ;)52.1  dna  eht  etamitlu  ,daol  hcihw  si  eht  tcudorp  fo  t eh  

imil t daol  dna  t eh  ult ami te caf ot r usu( a yll  )5.1 . hT e farcria t s’  st cur t eru  sum t iw t sh t dna  t eh  orp o  f  
daol  tuohtiw  latnemirted  noitrotsid  dna  dluohs  ton  af il nu t li  eht  lu t ami te lo da  sah  neeb  .deveihca  
ehT  orp of dna  ult ami te caf t sro  yam  eb  edrager d sa  tcaf o sr  fo  efas ty dna  edivorp  rof  av rio su  

oc n it n eg n na seic u d n iatrec nti .se  

ehT  cisab  htgnerts  dna  thgilf  ecnamrofrep  stimil  rof  a ralucitrap  tfarcria  era  celes t de  yb  t eh  
ssenihtrowria  irohtua t sei  dna  era  deniatnoc  ni  eht  thgilf  epolevne  or V- n margaid  nwohs  ni  .giF  

.01.1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

gilF 01.1 erugiF h e t nvel .epo  
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ehT  sevruc  AO  dna  FO  dnopserroc  ot  eht  dellats  idnoc t noi  fo  t eh  farcria t dna  era  bo t denia  rf om 
lew eht l- er cimanydorea nwonk l ta i pihsno  

 
 
 
 

,eroferehT  rof  sdeeps  leb ow VA isop( t evi  gniw  )ecnedicni  dna  VF agen( t evi  ,)ecnedicni  eht  
mumixam  sdaol  hcihw  nac  eb  deilppa  ot  eht  tfarcria  era  denrevog  yb  C xam,L . sA  eht  deeps  
,sesaercni  ti  si  elbissop  ot  ylppa  eht  isop t evi  dna  evitagen  imil t lo ,sda  pserroc o gnidn  ot  n1 dna  n3, 

iw t tuoh  st gnilla  t eh  farcria t so t ah t CA  dna  EF  neserper t mumixam  o arep t lanoi  daol  caf t sro  for 
a eht i tfarcr  . gnisiurc ngised eht evobA  deeps  VC uc eht , t- ffo  senil  DC 1 D dna 2  eveiler E t  eh d ise gn 
sesac  to eb  derevoc  ecnis  ti  si  ton  detcepxe  t tah  t eh  imil t sdaol  lliw  eb  deilppa  at mixam um 

speed. seulaV  fo  n1, n2, dna  n3 era  deificeps  yb  eht  ssenihtrowria  seitirohtua  rof  ralucitrap  
ai arcr f ;t  

A ralucitrap  thgilf  epolevne  si  elbacilppa  eno ot  ylno edutitla  esuaceb  C  xam,L si  yllareneg  decuder  
htiw  na  esaercni  fo  la tit ,edu  dna  t eh  deeps  of so dnu  sesaerced  iw th altit ,edu  t ybereh  r ude c gni  t eh  

irc t laci  hcaM  rebmun  dna  ecneh  eht  ngised  gnivid  deeps  VD. thgilF  sepolevne  era  t reh efo er  
a fo egnar a rof nward lti orf sedut m evel aes l tarepo eht ot i ano l a eht fo gniliec i arcr f .t  

 
 
 

YS MMETRIC MA EN U EV R L SDAO  

eW  llahs  won  redisnoc  eht  aluclac t oi n fo  tfarcria  sdaol  pserroc o gnidn  to t eh  ilf ght co idn tio sn  
evne thgilf yb deificeps l sepo . ni ,era erehT  etinifni na ,tcaf  fo rebmun  iw snoitidnoc thgilf t eht nih  

adnuob ry of eht  thgilf  epolevne  ,hguohtla  ,yllarutcurts  esoht  detneserper  yb  eht  adnuob ry era  t eh  
tsom  ereves . ehtruF r ,erom  ti  si  yllausu  fo dnu  t tah  t eh  co srenr  ,A  ,C  D1, D2, ,E  dna  F ees(  .giF  
)01.1  era  erom  irc t laci  t nah  niop ts on t eh  adnuob ry eb t neew  t eh  co srenr  os  t ,tah  ni  carp t ,eci  o yln  

t eh  xis  conditio sn  gnidnopserroc  to t eseh  co renr  po ni ts en de  ot  eb  sevni t agi t de  for hcae  ilf g th  
ne vel .epo  

nI  temmys r ci  ,srevuenam  ew  redisnoc  eht  noitom  fo  eht  tfarcria  ini t detai  yb  mo  tnemev of 
eht  lortnoc  secafrus  ni  eht  enalp  fo  yrtemmys . selpmaxE  fo  hcus  srevuenam  era  ,spool  thgiarts  
llup - ,stuo  dna  ,stnub  dna  eht  aluclac t snoi  vni o evl  eht  animreted t noi  fo  ,tfil  ,gard  dna  enalpliat  

l g ta sdao i a dna sdeeps thgilf nev lti .sedut  
 

leveL  thgilF  

lA t hguoh  ydaets  level  thgilf  si  ton  a revuenam  ni  eht  tcirts  esnes  fo  eht  ,drow  ti  si  a fesu ul 
idnoc t noi  ot  sevni t etagi  ini t ai yll  ecnis  ti  sehsilbatse  stniop  fo  daol  acilppa t noi  dna  sevig  emos  

aedi  of eht  biliuqe r mui  of na  tfarcria  ni  t eh  nol gitud lani  enalp . ehT  sdaol  ca t gni  no  na  farcria t ni  
daets y s era thgilf h wo n i giF n  . w ,11.1 i  eht ht f lo l taton gniwo i :no  
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L i  eht s il f t ta gnitca t h dorea e ny ec cima n o ret f th w e i .gn  

D i a eht s i arcr f .gard t  

M0 p cimanydorea eht si i  gnihct mom a eht fo tne i arcr f  t l  sse i roh st i atnoz l .liat  

P i roh eht s i atnoz l  liat l o retnec cimanydorea eht ta gnitca dao f iat eht l ta eb ot nekat yllausu ,  

pa letamixorp y eno - ht i o dr f .drohc enalpliat eht  

W a eht si i arcr f ew t i  ta gnitca thg i .GC st  

T i ussa ,tsurht enigne eht s m ellarap tca ot ereh de l d eht ot i tcer i o no f yfilpmis ot redro ni thgilf  

ac l taluc i .no  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 11.1 erugiF i arcr f  t l  ni sdao l lf leve .thgi  

 
 

ehT  sdaol  era  ni  citats  biliuqe r mui  ecnis  eht  tfarcria  si  ni  a ,ydaets  nu - ,detarelecca  level  ilf g th  
dnoc iti .no  

 ,suhT f acitrev ro l muirbiliuqe  

 
( )2  

 
f atnoziroh ro l muirbiliuqe  
 

( )3  
 

om gnikat dna m a eht tuoba stne i p eht ni GC s’tfarcr l temmys fo ena yr  
 

( )4  
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roF  a nevig  farcria t iew ght, ,deeps  dna  la tit sqE ,edu . ,2(  3 dna  )4  yam  eb  so devl  for t eh  nknu o nw  
,gard ,tfil  dna  t lia  lo sda . ,revewoH  ot reh  rap a em t sre  ni  t eseh  auqe tio ,sn  us ch sa  M0, ped e dn  pu on 

t eh  gniw  ecnedicni  ,α  hcihw  ni  t nru  si  a fu cn tion of t eh  qer u deri  w gni  fil t so t ,tah  ni  p car t ,eci  a 
tamixorppa evisseccus fo dohtem i  no i  s f  eht eb ot dnuo m  tneinevnoc tso m o snae f os l tu i .no  

a sA  amixorppa tsrif t liat eht taht emussa ew ,noi  lo P da  si  llams  co gniw eht htiw derapm  L tfil  os  
 ,taht from qE . (2), L≈W. w yroeht cimanydorea morF i ausu eht ht l taton i ,no  

 
 
 
 
Hence, 

 
 

(5) 

noitauqE  )5(  sevig  eht  amixorppa te fil t co neiciffe t CL dna  t suh  ( morf  CL- α sevruc  se t dehsilba  yb  
dniw  lennut  )stset  t eh  gniw  ecnedicni  α. ehT  gard  daol  D llof o sw  nk( o gniw  V dna  α) dna  ecneh  

ew  bo t nia  t eh  qer u deri  ne g eni  t surh t T rf om qE . ( )3 . ,oslA  M0, a, b, c, dna  l yam  eb  clac u al t de  
,niaga(  ecnis  V dna  α era  )nwonk  dna  qE . )4(  devlos  for P. tamixorppa dnoces a sA i eulav siht ,no  

of P si  sbus t detuti  ni  qE .  ot )2( obt nia  a erom  arucca te eulav  rof  L, eht dna  rp o erudec  si  aeper t .de  
llausU y tamixorppa eerht i osaer ecudorp ot tneiciffus era sno n lba y  etarucca val .seu  

nI  som t ,sesac  P, D, a dn  T era  llams  co derapm  with t eh  fil t a dn  a rcri aft weight. ,eroferehT  rf om 
E .q   L )2( tsbus dna ,W ≈ i tut i no  qE ni  . (4 g ) iv  ,se n ge l tce in a D g n T d  
 
 
 

)6(  

eW  ees  rf om qE .  )6( t ah t fi  a si  ,egral  t neh  P lliw  tsom  ylekil  eb  isop t evi . nI  to reh  wo  ,sdr t eh  t lia  
daol  ca ts drawpu  nehw  t eh  GC  fo  t eh  farcria t si  raf  .tfa  nehW  a si  llams  ro  evitagen — ni  rehto  

f a ,sdrow o awr GC dr —then P lbaborp lliw y .drawnwod tca dna evitagen eb  

 
 

lareneG  esaC  fo  a Sy cirtemm  Mane revu  

nI  a dipar  llup - tuo  morf  a evid  a do drawnw  daol  si  deilppa  to t  eh t ,enalplia  gnisuac  t eh  farcria t ot  
hctip  eson  drawpu . ehT  drawnwod  daol  si  deveihca  yb  a cab kw dra  mo nemev t of t eh  co lortn  

,nmuloc  t ybereh  gniylppa  agen t evi  ecnedicni  ot  t eh  avele t ro ,sro  ziroh ont la  t lia  fi  t eh  al tt re  si  all- 
m vo i gn . fI  eht  revuenam  si  rac r dei  tuo  ,yldipar  t eh  drawrof  deeps  fo  t eh  farcria t sniamer  

yllacitcarp  tnatsnoc  os  taht  aercni ses  ni  tfil  dna  gard  tluser  morf  eht  esaercni  ni  gniw  ecnedicni  
no ly. S ecni  eht  tfil  si  now aerg t re  t nah  t ah t deriuqer  to ecnalab  t eh  farcria t iew ght, t eh  rcria a tf  
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secneirepxe  na  drawpu  noitarelecca  lamron  ot  sti  thgilf  htap . sihT  lamron  relecca noita  co denibm  
htiw  eht  s’tfarcria  deeps  ni  eht  evid  stluser  ni  t eh  devruc  thgilf  htap  nwohs  ni  giF . 1.12. sA  eht  
gard  daol  sdliub  pu  htiw  na  esaercni  of ,ecnedicni  t eh  drawrof  fo deeps  t eh  farcria t sllaf  ecnis  t eh  

tsurht  si  demussa  ot  niamer  tnatsnoc  irud gn  eht  revuenam . tI  si  ,lausu  sa  ew  esbo r dev  ni  t eh  
issucsid on fo  eht  thgilf  ,epolevne  ot  csed r ebi  eht  ma srevuen  fo  na  tfarcria  ni  smret  fo  a 

gnirevuenam  daol  rotcaf  .n  roF  ydaets  level  thgilf  n ,1=  gnivig  1 g ,thgilf  hguohtla  ni  tcaf  t eh  
noitarelecca  si  z ore . tahW  si  deilpmi  ni  t sih  dohtem  fo  csed r pi t noi  si  taht  eht  reni t ai  ecrof  no  t eh  

ew sti semit 0.1 si noitidnoc thgilf level eht ni tfarcria i thg .  tI f lo l trev eht taht swo i treni lac i  a f ecro  
no  na  tfarcria  gniyrrac  tuo  na  gn  revuenam  si  nW. eW  ,yam  ofereht ,er  ecalper  eht  cimanyd  

idnoc t snoi  of eht  detarelecca  noitom  yb  na  nelaviuqe t es t fo  stat ci  conditio sn  in hcihw  t eh  
biliuqe ni era sdaol deilppa r iw mui t eht h  aitreni  fo secr  . Th  ,su i F n ig. n ,21.1  eht si  revuenam  daol  

,rotcaf  elihw  f si  a ralimis  rotcaf  vig gni  eht  oh r latnozi  reni t ai  ecrof . etoN  t ah t t eh  ca t lau  normal 
tarelecca i trap siht ni no i  si esac raluc n( - )1 g. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 21.1 erugiF i  tfarcr l llup a ni sdao - orf tuo m .evid a  

 
 

trev roF i ac l uirbiliuqe m of a eht i arcr f F ot gnirrefer ,evah ew ,t ig  . .31 a eht erehw 7 i  tfarcr i nwohs s  
 eht ta l o tniop tsewo f llup eht - tuo  

 
)7(  

roh roF i atnoz l uirbiliuqe m, 
 
 

)8(  

p rof dna i  gnihct m uirbiliuqe tnemo m a eht tuoba i arcr f ,GC s’t  
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)9(  

 
 

sniatnoc )9( noitauqE  neserper smret on t ca gnihctip fo tceffe eht gni arelec t  noi o ia eht f r siht ;tfarc  
ussa si m  eb ot de n bigilge l .egats siht ta e  

,niagA  eht  dohtem  fo  evisseccus  amixorppa t noi  si  dnuof  ot  eb  tsom  neinevnoc t rof  t eh  ulos tion 
fo  sqE . ,7(  8 dna  9). erehT  ,si  ,revewoh  a d ecnereffi  to t eh  rp o erudec  debircsed  for t eh  st ae dy 

level  thgilf  esac . ehT  ne g eni  t surh t T si  no long re  cerid t yl  aler t de  ot  t eh  gard  D, sa  t eh  al tt re  
segnahc  gnirud  eht  revuenam . ,yllareneG  t eh  t surh t si  dedrager  sa  mer a gnini  co sn t na t dna  uqe al 

rporppa eulav eht ot i dnoc ot eta iti eb sno f nam eht ero .nageb revue  
 
 
 

tsuG  sdaoL  

ehT  stnemevom  fo  eht  ria  ni  ecnelubrut  era  yllareneg  nk o nw  sa  sug ts dna  ecudorp  segnahc  ni  
gniw  ,ecnedicni  ybereht  cejbus t gni  eht  tfarcria  ot  neddus  ro  laudarg  sesaercni  ro  sesaerced  ni  tfil  

rf om hcihw  lamron  arelecca t snoi  tluser . esehT  yam  eb  crit laci  rof  ,egral  ih gh- deeps  farcria t dna  
 rehgih esuac ylbissop yam l ortnoc naht sdao l ni i  detait m .srevuena  

e era sehcaorppa owt ,emit tneserp eht tA mpl sisylana tsug ni deyo . enO  ohtem d hcihw ,  sah  eb en 
ni  esu  rof  a elbaredisnoc  rebmun  fo  y ae r ,s  ed t senimre  t eh  farcria t pser o esn  dna  daol s eud  ot  a 

elgnis  ro  

 

ǁetercsid―  tsug  fo  a nevig  eliforp . sihT  eliforp  si  denifed  sa  a tsid r ubi t noi  fo  rev t ci al 
ev tsug l co ity nif nevig a revo i g ro htgnel et i rep nev i o do f .emit  

ylraE  ssenihtrowria  stnemeriuqer  deificeps  na  sni t suoenatna  acilppa t noi  fo  tsug  icolev ty u, 
luser t gni  ni  eht  

 

prahs― - degde ǁ sug t of giF . 31.1  )a( . snoitaluclaC  fo  lamron  arelecca t noi  dna  
farcria t pser o esn  erew  desab  no  t eh  pmussa t snoi  t ah t t eh  farcria t s’  ilf ght si  und si t debru  w elih  t eh  

ia tfarcr  sessap  morf  llits  ria  ni ot  t eh  mo gniv  ia r of t eh  sug t dna  gnirud  t eh  t emi  t neka  fo  r t eh  tsug  
sdaol  ot  dliub  ;pu  eht taht  cimanydorea  secrof  eht no  tfarcria  era  denimreted  yb  eht  suoenatnatsni  

ecnedicni  fo  eht  ralucitrap  fil t gni  us r ;ecaf  dna  yllanif  taht  eht  s’tfarcria  erutcurts  si  r digi . The 
dnoces  pmussa t noi  ereh  gnitaler  eht  cimanydorea  ecrof  no  a fil t gni  us r ecaf  to its sni t na t ena o su  

ecnedicni  en g cel ts t eh  caf t t tah  ni  a d si t cnabru e hcus  sa  a sug t t ereh  si  a laudarg  rg owth of 
alucric tion dna  ecneh  of fil t to a st ydae  state lav ue rengaW(  e ceff t). ,sihT  ni  g ,larene  ael ds to na  

tamitserevo i o no f tarelecca drawpu eht i o no f a na i arcr f ereht dna t f o ero f  tsug l .sdao  
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erugiF  )a( 31.1  rahS p- degde  sug t; (b  ) gr deda  sug t; (c  ) 1-cos eni  sug t. 

 
 

ehT  

 

― prahs - degde ǁ tsug  saw  decalper  hw en it saw  er a dezil  t ah t the tsug  icolev ty tliub  pu  ot  a 
mumixam  revo  a doirep  fo  t emi . ssenihtrowriA  stnemeriuqer  erew  deifidom  no  eht  pmussa t noi  

taht  eht  tsug  icolev ty desaercni  aenil r yl  to a mumixam  eulav  o rev  a eificeps d sug t tneidarg  
ecnatsid  H. ,ecneH  eht  

 

―gr deda ǁ sug t of giF . b( 31.1 ). nI  eht  detinU  dgniK om H si  t neka  sa  5.03  
m. S ,ecni  sa  raf  sa  t eh  tfarcria  si  ,denrecnoc  t eh  tsug  icolev ty liub ds pu  ot  a mixam um o rev  a 
ep r doi  fo  ,emit  ti  si  no regnol  lla o elbaw  to ig on er  t eh  egnahc  fo  ilf ght ap th sa  t eh  farcria t ne t sre  
eht  tsug . yB  t eh  t emi  t eh  sug t sah  a tt denia  its mumixam  ,eulav  t eh  farcria t sah  leved o dep  a 
rev t laci  co tnenopm  fo  icolev ty ,dna  ni  idda tio ,n  yam  eb  ,gnihctip  gnidneped  no  sti  lo nidutign al 

libats ity carahc tsiret i sc . ehT  fo tceffe  eht  remrof  ot si  eht ecuder  eves rity of t eh  sug t, saerehw  t eh  
rettal  yam  ie t reh  esaercni  ro  esaerced  eht  sdaol  vni o devl . oT  aulave te eht  pserroc o gnidn  tsug  
,sdaol  t eh  ised g ren  yam  ie t reh  aluclac te t eh  moc p el te om t noi  of t eh  farcria t ud r gni  t eh  

dis rut bance an  d h ne ce ob at in the ug s  t loads r ro eplace the 

 

― rg adedǁ ug s b t y an e uq i av len  t

 

―sha pr - 
degde ǁ sug t, rp o gnicud  rppa o amix te yl  t eh  sa em  e ff ect. eW  llahs  d csi u ss  t eh  al tt re  rp o erudec  ni  

 liated retaerg l .reta  

taluclac ehT i o no f oc eht m lp o esnopser ete f a eht i arcr f

 

 tsug ǁdedarg― a ot t m  deniatbo eb ya f mor  
its pser o esn  to a 

 

rahs― p-e degd ǁ ro  

 

ǁpets―  ,tsug  yb  gnitaert  eht  remrof  sa  gnisirpmoc  a egral  
rebmun  fo  llams  

 

ǁspets―  dna  gnisopmirepus  eht  sesnopser  ot  hcae  fo  eseht . hcuS  a ssecorp  si  
nk nwo  sa  vnoc o noitul  or lemahuD  noitargetni . sihT  tnemtaert  si  ised r elba  for egral  or 

xodohtronu  tfarcria  erehw  saleorea t ci  larutcurts(  ilibixelf t )y  stceffe  no  tsug  sdaol  yam  eb  
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elbaicerppa  ro  nwonknu . nI  hcus  ,sesac  eht  pmussa t noi  fo  a digir  ria farc t yam  dael  to na  
serednu t ami t noi  fo  tsug  sdaol . ehT  snoitauqe  fo  noitom  era  erofereht  deifidom  ot  olla w rof  
saleorea t ci  ni  idda t noi  ot  cimanydorea  stceffe . roF  llams  dna  muidem - dezis  tfarcria  gnivah  

orthodox ea r do ny ma ic fea rut es, th  e e uq ivalen  t

 

― hs a pr - degde tsug ǁ  rp o udec re si  as tis caf tor .y  

Al

 

ar― ro ǁdedarg― eht hguoht mp  tsug ǁ i  sisab a sa desu s f ug ro s  t l dao  aluclac t ,snoi  rehto  sepahs  
fo  tsug  eliforp  era  ni  nerruc t .esu  lacipyT  fo  eseht  si  eht  

  

l― - enisoc ǁ tsug  fo  giF . ,)c(11.31  erehw  
eht  tsug  olev ic ty u si  nevig  yb  u )t(  = ( l[)2/U - cos( tπ /T)]. ,niagA  eht  tfarcria  esnopser  si  

ae ot sesnopser eht gnisopmirepus yb denimreted c o h f  a l o rebmun egra f .spets llams  

 
 
ENE YGR  M TE SDOH  

ynaM  st cur t seru  hcihw  era  stat yllaci  edni t animre te— ni  to reh  ,sdrow  t yeh  ca nn to  eb  na a dezyl  by 
eht  noitacilppa  fo  eht  snoitauqe  fo  yllacitats  biliuqe r mui  la o en — yam  eb  neinevnoc t yl  dezylana  

a gnisu n en gre y caorppa h. 

ygrenE  sdohtem  edivorp  co arapm t ylevi  elpmis  ulos t snoi  rof  celfed t noi  smelborp  hcihw  era  ton  
lidaer y  yb devlos m e ero le ratnem y .snaem  

,yllareneG  sa  ew  llahs  ,ees  nredom  ylana s si  sesu  eht  em tho sd  fo  latot  yratnemelpmoc  ygrene  a dn  
latot  laitnetop  ygrene  .)EPT(  rehtiE  dohtem  yam  eb  desu  ot  evlos  a ralucitrap  ,melborp  hguohtla  

sa  a lareneg  elur  celfed t snoi  era  erom  ylisae  nuof d gnisu  comp nemel tary rene gy dna  secrof  by 
tnetop ial grene y. 

lA t hguoh  ygrene  sdohtem  era  elbacilppa  to a ediw  egnar  fo  st cur t laru  smelborp  dna  yam  neve  eb  
desu  sa  tceridni  sdohtem  fo  gnimrof  auqe t snoi  fo  biliuqe r mui  ro  apmoc t ilibi ty ew  llahs  eb  

denrecnoc  in siht  retpahc  htiw  eht  ulos t noi  fo  celfed tion smelborp  dna  t eh  sisylana  of stat laci ly 
etedni r etanim  .serutcurts  eW  llahs  osla  edulcni  emos  sdohtem  detcirtser  ot  t eh  so ul t noi  of raenil  

etsys m  eht :s daol tinu  ohtem d t , h  e pr  fo elpicni super op s noiti  dna , t  eh r pice r oeht laco r me . 

 
 
STRAIN ENE YGR  AND OC MPLEM NE TARY ENE YGR  

erugiF  41.1  )a(  swohs  a curts t laru  rebmem  cejbus t de  ot  a st ylidae  gnisaercni  daol  P. sA  eht  
rebmem  xe t ,sdne  t eh  lo da  P do se  work, dna  rf om t eh  law of noitavresnoc  of ygrene , t sih  w ro k si  

derots  in eht  rebmem  sa  niarts  ygrene . A typ laci  lo da – celfed t noi  evruc  rof  a rebmem  gnissessop  
tsale raenilnon i retcarahc c i ts i giF ni nwohs si sc . ( 41.1 b). Th arts e in en gre y U a yb decudorp  daol  

P  noisnetxe gnidnopserroc dna y neht si  
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)01(  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  41.1  )a(  niartS  rene gy of a rebmem  su cejb t de  to mis p el  t isne o ;n  ( )b  lo da – celfed t evruc noi  
f tsale ylraenilnon a ro i rebmem c .  

 
 

dna  si  aelc r yl  neserper t de  yb  t eh  aera  DBO  und re  t eh  load– noitcelfed  evruc . ressegnE  )9881(  
era eht dellac eht evruc eht evoba ABO a  atnemelpmoc r  y ener yg C  dna , f or m giF . ( 41.1 b ,)  

 
 
 

)11(  

Co nemelpm tary ,ygrene  sa  o desopp  ot  niarts  ,ygrene  sah  on  cisyhp al m ae ,gnin  be gni  rup e yl  a 
tneinevnoc  lacitamehtam  itnauq ty. ,revewoH  it si  po elbiss  ot  hs ow t ah t comp mel entary rene gy 

syebo  eht  wal  of esnoc r av t noi  of ygrene  ni  t eh  epyt  of is t au t noi  yllausu  ar gnisi  ni  ne g eeni r gni  
 serutcurts s  taht o i grene na sa esu st y  dohtem i .dilav s  

tnereffiD i ta i o no f sqE  . ot tcepser htiw )11( dna )01(  y an  d P itcepser , v le y g , i sev  
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gniraeB  eseht  aler t spihsnoi  ni  ,dnim  ew  nac  won  redisnoc  eht  ilibaegnahcretni ty of niarts  dna  
oc m ratnemelp y grene y  . t taht esoppuS h ruc e v o e f Fig. b detneserper si )b( 41.1 y  eht f tcnu i no  

 
 
 

c eht erehw o neiciffe t b enopxe dna n  t n ra e atsnoc n st . Then, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hence, 
 
 
 

1( 2) 

 
 
 

1( 3)  

When n = ,1  

 
 
 
 
 
 

)41(  

 
 

dna  eht  niarts  dna  co atnemelpm ry seigrene  era  yletelpmoc  elbaegnahcretni . hcuS  a idnoc t noi  si  
dnuof  ni  a ylraenil  sale t ci  ;rebmem  sti  detaler  daol – celfed t noi  evruc  si  nwohs  ni  giF . 51.1 . 

Cle auqe si )U(DBO aera ,ylra l .)C(ABO aera ot  
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L 51.1 erugiF oad– tcelfed i  evruc no f lraenil a ro y  citsale m .rebme  

 
 
tI  lliw  eb  o esb r dev  t ah t t eh  al tt re  of sqE . )41(  si  ni  t eh  mrof  fo  tahw  si  mmoc o yln  kno nw  sa  

s’onailgitsaC  tsrif  the ro em  ygrene niarts eht fo laitnereffid eht hcihw ni , U of w erutcurts a i ht  
tcepser  ot  a daol  si  detauqe  ot  t eh  celfed t noi  of t eh  daol . oT  eb  yllacitamehtam  ,tcerroc  ,revewoh  

ti  si  eht  nereffid t lai  of eht  yratnemelpmoc  ene r yg  C hcihw  ohs u dl  eb  auqe t de  ot  d celfe tion 
oc( m sqE erap  . 21( ) an )31( d ). 

 
 
 

tacilppA i no  ot  De tcelf i no  Pr lbo e sm  

,yllareneG  celfed t noi  smelborp  era  tsom  ylidaer  devlos  yb  eht  co nemelpm tary rene gy rppa o ,hca  
al hguoht  f ro  ylraenil  sale t ci  sy ets ms th ere  is no di ereff n ec  eb tw nee  t eh  m te h sdo  of 
c nemelpmo tary dna  op t ne t lai  rene g ,y  ,ecnis  sa  ew  evah  ,nees  co lpm e nem tary a dn  stra ni  e ren gy 

neht  semoceb  yletelpmoc  elbaegnahcretni . eW  llahs  etartsulli  eht  em thod yb  ecnerefer  ot  t eh  
celfed t snoi  fo  semarf  dna  smaeb  hcihw  yam  ro  yam  ton  ssessop  raenil  sale t ici t .y  teL  su  esoppus  

t ah t ew  naw t to dnif  t eh  de celf tion ∆2 of t eh  lo da  P2 ni  t eh  mis p el  p ni -jo ni t de  krowemarf  
as ,gnitsisnoc y o , f k gnitroppus dna srebmem  load  s P1  , P2, . .  . ,Pn s sa , h wo n in Fig. .61.1  

atot ehT l oc m ratnemelp y o ygrene f  eht f yb nevig si krowemar  

 
 
 
 
 
( )51  (Re 2.5 noitceS ref  , T G.H. . M ge son) 
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erehw  λi si  t eh  xe t isne on of t eh  ith me ebm r, Fi si  t eh  ecrof  ni  t eh  i ht  ,rebmem  dna  
d gnidnopserroc eht si r i  eht fo tnemecalps r  daol ht Pr. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  61.1  noitanimreteD  fo  t eh  celfed tion of a niop t on a krowemarf  yb  t eh  em t doh  of 
oc m elp ratnem y grene y.  

 
 

orF m o elpicnirp eht f tats eht i rano y o eulav f atot eht l oc m ratnemelp y ,ygrene  
 
 
 
 

1( 6) 

f or m hcihw  

 
 
 
 

( )71  

auqE tion )61(  si  nees  to eb  di ent ci al to t eh  pr elpicni  of lautriv  secrof  ni  hcihw  lautriv  fo secr  Fδ  
dna  Pδ  ca t t rh o hgu  laer  d si p mecal ents λ and. aelC r ,yl  t eh  rap t lai  der avi t sevi  with cepser t to P2 of 

 tnatsnoc eht l P sdao 1 P , 2 . . ,  . P, n uqer eht gnivael ,hsinav i tcelfed der i nwonknu eht sa 2 no . tA  siht  
st ,ega  feb o er  ∆2 nac  eb  ,detaulave  t eh  lo da – tnemecalpsid  siretcarahc t sci  fo  eht  m srebme  tsum  eb  
kn wo n  . tsale raenil roF icity, 
 
 
 
 
 

erehw  Li, Ai, dna  Ei era  eht  ,htgnel  eht  rc o ss - ces t lanoi  ,aera  dna  t eh  suludom  of sale t ici ty of t eh  
i ht  ,rebmem  cepser t ylevi . nO  t eh  ot reh  ,dnah  fi  t eh  load– tnemecalpsid  aler t pihsnoi  si  fo  a 

 raenilnon f ro m as , y, 
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in hw ich b a  dn c wonk era n .qE neht ,  oceb )71( m se  
 
 
 
 
 
 

ehT  co noitatupm  fo  ∆2 si  tseb  dehsilpmocca  ni  t ba u ral  for ,m  ub t befo er  t eh  rp o erudec  si  
b detartsulli y os ,elpmaxe na m os eht fo stcepsa e l tu i  no m re i ssucsid t i .no  

 
 
 
 
UNIT L DAO  TEM DOH  

roF  a ylraenil  sale t ci  st ,erutcur  eht  dohtem  yam  eb  denilmaerts  sa  fo swoll . redisnoC  t eh  
arf fo krowem  giF . 3.5  ni  hcihw  ew  ,eriuqer  ,yas  to dnif  t eh  rev t laci  celfed tion of t eh  niop t .C  We 

mmud lacitrev a ecalp dluow y l  dao Pf atot eht nwod etirw dna C ta l oc m ratnemelp y grene y eht fo  
f t ,krowemar h  ta i ,s  
 
 
 
 
 
 
 

tats a roF i rano y o eulav f ,C  

 
 
 
 
 
 
f or m hcihw  
 
 
 
 
 

( )81  
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fI  daetsni  fo  eht  yrartibra  ymmud  daol  fP  ew  dah  decalp  a tinu  daol  ta  ,C  t neh  t eh  daol  ni  t eh  ith 
lraenil y tsale i  c m uow rebme l eb d  

 
 
 
 
 

mret eht ,eroferehT  ∂/iF∂ Pf ni  qE . )91.5(  si  lauqe  eht ot  daol  ni  t eh  ith rebmem  t eud o a inu t lo da  
at qE dna ,C .  )91.5( m rw eb ya i ett n sa  

 
 
 
 
 
 

erehw  F 0,i  si  eht  ecrof  ni  t eh  i ht  rebmem  eud  ot  eht  ca t lau  load gni  dna  F 1,i  si  t eh  fo ecr  ni  t eh  ith 
nu a ot eud rebmem i  t l p dao la sop eht ta dec iti d eht ni dna no i tcer i o no f uqer eht i tcelfed der i .no  

ralimiS  isserpxe o sn  rof  celfed t noi  eud  ot  gnidneb  dna  noisrot  fo  raenil  serutcurts  fo woll  rf om eht  
llew - nwonk  aler t spihsnoi  neewteb  gnidneb  dna  noitator  dna  ot r nois  dna  noitator . ,ecneH  f ro  a 

o rebmem f  htgnel L aruxelf dna l srot dna i ano l ri dig iti  se EI an  d GJ tcepser , iv le y, 

 
 
 
 
 
 

erehw  M0 si  eht  gnidneb  tnemom  ta  yna  ces t noi  decudorp  yb  eht  lautca  gnidaol  dna  M1 si  eht  
gnidneb  mo tnem  ta  yna  ces t noi  eud  ot  a inu t daol  pa p deil  at t eh  isop tion dna  ni  t eh  cerid tion of 
uqer eht i tcelfed der i no . as ehT m srot ot seilppa e ion. 

 
 
F EL XIBILITY M TE DOH  

nA  evitanretla  hcaorppa  eht ot  ulos tion fo  stat yllaci  edni t animre te smaeb  na d semarf  si  to esaeler  
eht  st cur t eru —t ah t ,si  evomer  dnuder ant mem b sre  or oppus rts— litnu  eht  erutcurts  ceb o sem  

yllacitats  etanimreted . ehT  d si p tnemecal  fo  so em  po tni  ni  t eh  desaeler  st cur t eru  si  then 
denimreted  ,yb  ,yas  eht  inu t lo da  em thod. ehT  ca t lau  loads on t eh  st cur t eru  era  mer o dev  a dn  

nwonknu  secrof  deilppa  ot  eht  stniop  erehw  t eh  curts t eru  sah  neeb  esaeler d; t eh  d si p nemecal t ta  
eht  tniop  decudorp  yb  eseht  nwonknu  secrof  ,tsum  morf  ilibitapmoc t ,y  eb  eht  emas  sa  taht  ni  eht  

desaeler  .erutcurts  ehT  nknu o nw  secrof  era  neht  ;deniatbo  siht  hcaorppa  si  nwonk  sa  eht  
f dohtem ytilibixel . 
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TOTAL PO ET N IT AL ENE YGR  

nI  eht  ps r gni – ssam  metsys  nwohs  ni  sti  deniartsnu  isop t noi  ni  giF . ,)a(32.5  ew  yllamron  de enif  
t eh  op t ne t lai  rene gy of t eh  ssam  sa  t eh  rp o cud t fo  its iew ght ,gM,  dna  its hgieh t, ,h  ba o ev  so em  

ylirartibra  dexif  mutad . nI  rehto  ,sdrow  ti  sessessop  ygrene  yb  eutriv  fo  sti  noitisop . Af ret  
celfed t noi  ot  na  biliuqe r mui  etats  giF( . ,))b(32.5  eht  ssam  sah  lost na  ma o nu t of op t ne t lai  rene gy 
lauqe  ot  ygM . ,suhT  ew  may etaicossa  noitcelfed  htiw  a ssol  fo  laitnetop  ygrene . Al tanret iv le y, 

ew  yam  eugra  t ah t t eh  ivarg tat lanoi  ecrof  ca t gni  no  t eh  ssam  do se  krow  gnirud  its d si p nemecal t, 
luser t gni  ni  a ssol  fo  ygrene . gniylppA  t sih  gninosaer  to t eh  sale t ci  sys t me  of giF . 1.1 4 (a) dna  

ssa u gnim  t ah t t eh  op t ne t lai  ygrene  fo  t eh  sys t me  si  rez o ni  t eh  u dedaoln  stat ,e  t neh  t eh  lo ss  of 
tnetop ial grene y of  eht l  sa P dao i tcelfed a secudorp t i  no y P si y. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  71.1  )a(  laitnetoP  ygrene  fo  a gnirps – ssam  metsys  dna  )b(  ssol  ni  laitnetop  ygrene  eud  ot  
sop ni egnahc iti no .  

tnetop eht ,suhT ial grene y o V f  etats muirbiliuqe detcelfed eht ni P i yb nevig s  

 
 
 

eW  won  enifed  eht  fo EPT  a metsys  ni  sti  detcelfed  biliuqe r mui  etats  eht sa  sum of its ni t lanre  or 
st niar  ygrene  dna  t eh  op t ne t lai  rene gy of t eh  pa p deil  xe t lanre  fo secr . ,ecneH  rof  t eh  is ng el  
mem reb –f tarugifnoc ecro i o no f giF  . ,)a( 41.1  
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roF  a lareneg  metsys  sisnoc t gni  fo  lo sda  P1 P, 2, . . . P, n gnicudorp  gnidnopserroc  stnemecalpsid  
,.e.i(  stnemecalpsid  ni  eht  cerid t snoi  fo  t eh  lo ;sda  ees  ceS tion .G.H.T ,01.5  sgeM o )n  ∆1, ∆2, . . . , 

∆n tnetop eht , ial grene y of la l  eht l si sdao  

 
 
 
 
 
 

o EPT eht dna f s eht y ets m yb nevig si  

 
 
 
 
 
 
The Princip el  of t eh  S tat i ano ry aV lue of the T lato  P to e laitn  Ene ygr  

eL t su  won  redisnoc  na  sale t ci  ob dy ni  equ bili rium rednu  a es ries of ext lanre  load ,s  ,1P  ,2P  . . . 
,nP,  dna  ppus o es  t tah  ew  pmi o es  llams  riv t lau  d mecalpsi ents δ ,1∆ δ ,2∆  . . . δ, n∆  ni  eht  cerid t snoi  

 eht fo l v ehT.sdao i autr l b enod krow y  eht l neht si sdao  
 
 
 
 
 

sihT  krow  lliw  eb  deinapmocca  yb  na  nemercni t fo  st niar  rene gy δU ni  t eh  e sal t ci  ob d ,y  ecnis  yb  
gniyficeps  lautriv  stnemecalpsid  fo  eht  sdaol  ew  amotua t yllaci  esopmi  lautriv  nemecalpsid ts on 

eht  selcitrap  fo  eht  ydob  it ,fles  sa  t eh  bo yd  si  noc t suouni  dna  is demussa  to niamer  so. hT is 
tnemercni  ni  niarts  ygrene  may eb  dedrager  sa  evitagen  lautriv  krow  enod  yb  t eh  rap t selci  os  t tah  

atot eht l autriv eht gnirud enod krow l di ps l eca m si tne  

 
 
 
 

ehT  ydob  si  ni  biliuqe r mui  rednu  t eh  deilppa  lo sda  so t tah  yb  t eh  cnirp i elp  of riv t lau  krow  t eh  
sserpxe gnidecerp i auqe eb tsum no l orez ot . Hence 

 
 
 
 
 

ehT  sdaol  Pr niamer  tnatsnoc  gnirud  eht  lautriv  ;tnemecalpsid  t fereh o ,er  t eh  ba o ev  auqe t noi  may 
w eb r netti  
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,ro  

 
 
 

,suhT  eht  latot  laitnetop  ygrene  of na  sale t ci  metsys  sah  a stat anoi ry eulav  for lla  llams  
di i stnemecalps f sys eht et m i si n iliuqe b .muir  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

o setatS 81.1 erugiF f rbiliuqe i o mu f trap a i .elc  

 
 
Pr ni ci elp  of puS re positi no  

nA  ylemertxe  lufesu  pr elpicni  desu  ni  eht  sisylana  of aenil r yl  sale t ci  curts t seru  si  t tah  fo  
soprepus ition. ehT  pr icni p el  stat se  t ah t fi  t eh  id sp nemecal ts at lla  po ni ts ni  na  e sal t ci  body era  

roporp tio lan  ot  t eh  fo secr  rp o gnicud  them— aht t ,si  t eh  ob dy si  aenil r yl  sale t ci —t eh  e ceff t on 
hcus  a ydob  fo  a rebmun  fo  secrof  si  eht  mus  fo  eht  stceffe  fo  eht  fo secr  deilppa  arapes t yle . We 
llahs  kam e etaidemmi  esu  fo  eht  elpicnirp  ni  eht  avired t noi  fo  eht  lacorpicer  meroeht  ni  eht  

f lo l tces gniwo i .no  

tI  yam  osla  eb  nwohs  taht  fi  eht  anoitats ry eulav  si  a ,muminim  eht  biliuqe r mui  si  elbats . A 
atilauq t med evi o ruo rof tneiciffus si tcaf siht fo noitartsn  amehtam hguohtla ,sesoprup t sfoorp laci  

xe ist. nI  ,81.1.giF  eht  isop t snoi  ,A  ,B  dna  C fo  a elcitrap  dnopserroc  ot  tnereffid  biliuqe rium 
ts a set . ehT  EPT  fo  eht  elcitrap  ni  hcae  fo  sti  eerht  isop t snoi  si  noitroporp al ot  sti  thgieh  h evoba  
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emos  ra artib ry tad u ,m  ecnis  ew  era  co edisn r gni  a nis g el  rap tic el  for hcihw  t eh  st niar  rene gy si  
ez ro. ylraelC  ta  hcae  isop t ,noi  eht  srif t- redro  airav t ,noi  ,u∂/)V+U(∂  si  orez  acidni( t gni  

biliuqe r ,)mui  ub t o yln  at B erehw  t eh  EPT  si  a muminim  si  t eh  qe u bili rium sta elb . tA  A dna  ,C  
ah ew v artuen dna elbatsnu e l iliuqe brium itcepser , v .yle  

 eht fo eulav yranoitats eht fo elpicnirp eht ,ezirammus oT TPE am y etats eb  sa d f lo l :swo  

ehT  latot  laitnetop  ygrene  of na  citsale  metsys  ah s a yranoitats  eulav  f ro  lla  llams  stnemecalpsid  
wh ne  eht  sy mets  si  ni  ;muirbiliuqe  f ,rehtru  eht  muirbiliuqe  si  elbats  if eht  yranoitats  eulav  si  a 

.muminim  

sihT  pr icni p el  yam  oft ne  eb  desu  ni  t eh  rppa o amix te sisylana  fo  st cur t seru  erehw  na  tcaxe  
ylana s si  do se  on t sixe t. nehW  ppus o es  t ah t t eh  sid p decal  form of t eh  maeb  si  nu kno nw  a dn  mu ts  

ht ;demussa eb i  eht dellac si hcaorppa s Ray giel h–R ti z me oht d. 

 
 
THE REC PI COR LA  T ROEH EM 

ehT  lacorpicer  roeht me  si  na  pecxe t yllanoi  ewop r luf  dohtem  fo  ylana s si  fo  aenil r yl  sale t ci  
serutcurts  dna  si  detidercca  ni  nrut  ot  ,llewxaM  ,itteB  dna  hgielyaR . ,revewoH  erofeb  ew  

hsilbatse  eht  ,meroeht  ew  tsrif  redisnoc  a lufesu  ytreporp  fo  aenil r yl  sale t ci  smetsys  luser t gni  
rf om eht  pr elpicni  of isoprepus t noi . ehT  pr elpicni  selbane  su  to xe p sser  t eh  celfed tion of na y 

tniop  ni  a erutcurts  ni  smret  fo  a tnatsnoc  tneiciffeoc  dna  eht  deilppa  sdaol . roF  ,elpmaxe  a daol  
P1 aenil a ni 1 tniop a ta deilppa r sale yl t ci  a secudorp ydob  tcelfed ion ∆1 a t t h  e p io n g t i ev n yb  
 
 
 
 
ni  hcihw  eht  ecneulfni  or ilibixelf ty co neiciffe t a 11  si  denifed  sa  t eh  de celf tion at t eh  po ni t 1 ni  

P fo noitcerid eht 1 P fo noitcerid eht ni deilppa 1 tniop eht ta daol tinu a yb decudorp , 1. Cl fi ,ylrae  
 ydob eht  metsys a stroppus of nwohs esoht sa hcus sdaol  ni  giF .  hcae ,81.1 o  f t eh  P sdaol 1 P, 2 . ,  . . 

P, n tcelfed eht ot setubirtnoc i op eht ta no in .1 t  
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dob citsale ylraeniL 81.1 erugiF y  ot detcejbus l P ,1P sdao 2 P ,… ,3P , n. 

suhT , eht  gnidnopserroc  celfed t noi  ∆1 ta  eht  tniop  1 ,.e.i(  eht  ot t la  celfed t noi  ni  t eh  cerid tion of 
b decudorp 1P y  eht lla l  )sdao i neht s  

 
 
 

erehw  a 21  si  eht  noitcelfed  at t eh  po ni t 1 ni  t eh  cerid tion of P1, rp o decud  yb  a u in t lo da  at t eh  
d eht ni 2 tniop i tcer i o no f  eht l P dao 2 no os dna , . 

ehT  co pserr ond gni  celfed t snoi  at t eh  niop ts of pa p acil t noi  fo  t eh  moc p el te sys t me  of lo sda  era  
th ne  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

mrof xirtam ni ,ro  
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am hcihw y rw eb i  dnahtrohs ni nett m taton xirta i sa no  

 
 
 

esoppuS  won  taht  na  citsale  ydob  si  tcejbus de  ot  a yllaudarg  deilppa  ecrof  P1 ta  a niop t ,1  dna  
,neht  elihw  P1 sniamer  ni  isop tio ,n  a ecrof  P2 si  yllaudarg  pa p deil  at ona t reh  po ni t 2. ehT  ot ta  l  

grene niarts y o U f dob eht y yb nevig si  
 
 
 
 
 

hgir eht no mret driht ehT t- oitauqe evoba eht fo edis dnah rf stluser n o idda eht m tio enod krow lan  
a hguorht decalpsid si ti sa 1P yb   ecnatsid rehtruf a 21 P2 ca eht yb t P fo noi 2  . er won ew fI m eht evo  

l lppa dna sdao y P2 f lo l P yb dewo 1 evah ew ,  

 
 
 
 
 

yB  eht  pr elpicni  fo  prepus o is t ,noi  t eh  st niar  ygrene  sto der  si  edni dnep ent of t eh  o redr  ni  w ih ch 
th  e l ppa era sdao il de  . eH n ec  

 
 
 

 dna i  t f lo l taht swo  

 
 
 

 ni ,suhT i rof tselpmis st m cer eht i acorp l eroeht m taht setats  

ehT  ed f noitcel  ta  a tniop  1 ni  a nevig  noitcerid  eud  ot  a tinu  daol  ta  a tniop  2 ni  a dnoces  
noitcerid  si  e lauq  ot  eht  ed f noitcel  ta  eht  tniop  2 ni  eht  dnoces  noitcerid  eud  ot  a inu t daol  ta  eht  
i 1 tniop n eht  .noitcerid tsrif  

 ralimis a nI m er eht evired ew ,renna l ta i  neewteb pihsno m tator dna stnemo i suht ,sno  

ehT  noitator  ta  a tniop  1 eud  ot  a tinu  tnemom  ta  a tniop  2 si  lauqe  ot  eht  noitator  ta  eht  tniop  2 
ht ta tnemom tinu a yb decudorp e  tniop 1. 

llaniF y evah ew ,  

ehT  noitator  ta  a tniop  1 eud  ot  a tinu  daol  ta  a tniop  2 si  yllaciremun  lauqe  ot  eht  ed f noitcel  ta  
ht ni 2 tniop eht e  noitcerid o ht f e eud daol tinu   ot a  tnemom tinu a ht t e  tniop 1. 
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TINU - II  

 ETALP NIHT T S ,YROEH T LARUTCUR  YTILIBATSNI  

BE DN I GN  OF THIN PLATES 

,yllareneG  ew  enifed  a niht  p etal  sa  a teehs  fo  am t laire  ohw se t ssenkcih  si  sma ll  derapmoc  htiw  sti  ot reh  
snoisnemid  tub  hcihw  si  elbapac  fo  gnitsiser  gnidneb  ni  noitidda  ot  enarbmem  secrof . hcuS  a etalp  of r sm  

a cisab  trap  fo  na  tfarcria  ,erutcurts  ,gnieb  rof  xe amp ,el  eht  aera  fo  desserts  niks  ob u dedn  yb  tnecajda  
gnirts e  a ni sbir dna sr w rutcurts gni e rts tnecajda yb ro i gn e marf dna sr e i s n suf a e gal e. 

 
nI  siht  ,retpahc  ew  llahs  agitsevni te eht  tceffe  fo  a eirav ty fo  gnidaol  dna  oppus rt snoitidnoc  no  eht  sma ll  

noitcelfed  ralugnatcer fo  setalp . T ow  pa pro hca e ra s e rp e es n det : an 

 

―e tcax eht ǁ ory sab ed on ht e s lo oitu n o  f  
a effid r laitne  noitauqe  na d na  ene r yg  dohtem  r gniyle  no  eht  elpicnirp  fo  t eh  yranoitats  va eul  fo  eht  t lato  

ht fo ygrene laitnetop e talp e na d eilppa sti d lo nida g. 
 
 
 

ERUP  IDNEB NG FO  NIHT  SETALP  

talp ralugnatcer niht ehT e giF fo . cejbus si 1.2 t  de t gnidneb erup o  stnemom  fo  isnetni ty Mx a dn  My tinu rep  
htgnel  ofinu r ylm  detubirtsid  gnola  sti  segde . ehT  remrof  gnidneb  tnemom  si  deilppa  gnola  segdeeht  

lellarap  ot  eht  y ,sixa  dna  eht  rettal  gnola  eht  segde  lellarap  ot  eht  x sixa . eW  llahs  emussa  esehttaht  
gnidneb  stnemom  era  evitisop  nehw  t yeh  ecudorp  pmoc r noisse  ta  eht  reppu  ecafrus  fo  t eh  etalp a dn  

t ta noisnet he wol e .r  
 
fI  ew  rehtruf  emussa  taht  eht  tnemecalpsid  fo  eht  etalp  ni  a noitcerid  lellarap  ot  eht  z sixa  si  llams  

derapmoc  iw th sti  ssenkciht  t dna  taht  snoitces  hcihw  era  enalp  b ofe re gnidneb  niamer  lp a en  retfa  
,gnidneb  ,neht  sa  ni  eht  esac  fo  mis p el  beam t ,yroeh  eht  elddim  enalp  o  f t eh  p etal  seod  ton  ofed rm ud r gni  

eht  b gnidne  dna  si  t erofereh  a lartuen  enalp . eW  ekat  t eh  lartuen  enalp  sa  eht  efer r ecne  lp a en  rof  ruo  
etsys m xa fo e .s  
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P 1.2 erugiF l bus eta j rup ot detce e bendi .gn  

edis fo etalp eht fo tnemele na redisnoc su teL  xδ yδ  ped a gnivah dna th  eht ot lauqe t ssenkcih  t  eht fo p etal  
sa  nwohs  ni  giF . (2.2 a .)  esoppuS  taht  eht  iidar  fo  rutavruc e fo  eht  lartuen  enalp  n are ρx dna  ρy ni  t eh  zx  
dna  zy  lp a ,sen  ylevitcepser  giF( . )b(2.2 ). evitisoP  erutavruc  fo  t eh  alp te sdnopserroc  ot  eht  pos iti ve 

gnidneb  ,stnemom  hcihw  ecudorp  stnemecalpsid  ni  eht  evitisop  id r noitce  fo  eht  z ro  drawnwod  .sixa  
,niagA  is ni sa m aeb elp m  sniarts tcerid eht ,yroeht εx na d εy rroc e t gnidnops o rid e rts tc e ss es 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

D )a( 2.2 erugiF i p fo animal no sserts tcer l e eta l idar )b( ;tneme i of o erutavruc f artuen l pl .ena  

 
 
ζx a dn  ζy  animal latnemele na fo o nkciht f e ss δz eht woleb z ecnatsid a  yb nevig era enalp lartuen  
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(2 )1.  
 
We wonk  

 
 
 
 

)2.2(  
 

f gnitutitsbuS o  r εxandεy orf m sqE  . r dna )2.2( otni )1.2( e arra ng ni g vig es 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2 )3.  
 

dluowsA  eb  detcepxe  morf  ruo  noitpmussa  fo  lp a en  snoitces  gniniamer  ,enalp  eht  tcerid  sesserts  yrav  
ylraenil  ssorca  eht  t ssenkcih  fo  eht  alp t ,e  rieht  sedutingam  ed p idne ng no  t eh  serutavruc  ( e.i ., gnidneb  

)stnemom  fo  eht  etalp . ehT  lanretni  tcerid  sserts  noitubirtsid  no  hcae  lacitrev  ecafrus  fo  eht  tnemele  tsum  
be iliuqe ni uirb m ht htiw e idneb deilppa ng m stnemo  . Th ,su  

 
 
 
 
 
 
 
and 

 
 
 
 
 
 
 
S sbu tit gnitu  of r ζx  dna ζy f or m Eqs.  )3.2( g vi es 
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Let 

 
 
 
 
 
 
 
Then, 
 
 
 

2( . )5  
 

2( . )6  
 
 
 

ht sa nwonk si D hcihw ni e tidigir laruxelf y o ht f e .etalp  
 
fI  w si  eht  noitcelfed  fo  yna  tniop  no  t eh  alp te ni  eht  z ,noitcerid  neht  ew  may etaler  w ot  eht  erutavruc  fo  

 emas eht ni etalp eht m llew eht sa renna - b rof noisserpxe nwonk eam rutavruc e. Hence  
 
 
 
 
 

eht  evitagen  sngis  ser u gnitl  morf  t eh  tcaf  taht  eht  nec ters fo  erutavruc  rucco  evoba  t eh  alp te ni  hcihw  
er g oi n  z i en s g vita e. Eq )6.2( dna )5.2( snoitau  b neht e oc me 

 
 
 

2( . )7  
 
 
 

2( . )8  
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snoitauqE  )7.2(  dna  )8.2(  enifed  t eh  celfed t de  s epah  fo  eht  p etal  dedivorp  taht  xM  dna  My are nwonk . If 
 rehtie MxorMy z si e t ,or h ne  

 
 
 
 
 

dna  eht  etalp  sah  serutavruc  fo  isoppo te sngis . ehT  esac  fo  My = 0 si  lli detartsu  ni  giF . 2. .3  A ecafrus  
sop s gnisse  owt  serutavruc  fo  po posite ngis  si  nwonk  sa  na  citsalcitna  ,ecafrus  sa  oppo s de  to a citsalcnys  

ht fo serutavruc sah hcihw ,ecafrus e mas e ngis . truF he  fi ,r Mx = My= M t , hen orf m Eqs. a )5.2( nd )6.2(  

 
 
 
 
 

eroferehT d eht , e pahs demrof e ht fo e talp e erutavruc fo dna lacirehps si  
 
 
 

2( . )9  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3.2 erugiF nA ti tsalc i  c ben .gnid  

 
 

SETALP  DETCEJBUS  OT  IDNEB NG AND ITSIWT NG 

nI  gnidneb eht ,lareneg   deilppa stnemom t alp eht o te lliw   ni eb ton p  senal p re p  ralucidne sti ot  segde  . uS c  h  
gnidneb  ,stnemom  ,revewoh  yam  eb  devloser  ni  eht  on r lam  ma renn  otni  laitnegnat  dna   ralucidneprep  

,stnenopmoc  sa  nwohs  ni  giF . .2 4. ehT  ralucidneprep  stnenopmoc  era  nees  ot  eb  Mx na d yM  sa  ,erofeb  
elihw  eht  negnat t lai  moc p stneno  M yx a dn Myx niaga(  eht se era  stnemom  p re  tinu  gnel t )h  dorp u ec  t siw t  gni  

fo  t eh  p etal  tuoba  sexa  lellarap  to eht  x a dn  y xa es. ehT  s sy t me  fo  sexiffus  dna  t eh  s ngi  nevnoc t noi  of r  
dnu ylraelc eb tsum stnemom gnitsiwt eseht e noisufnoc diova ot dootsr . Mxy gnitsiwt a si  mom isnetni tne t  y  

ni  a lacitrev  x enalp  lellarap  ot  eht  y ,sixa  ehw r sae  Myx si  a gnitsiwt  tnemom  ni t ne s yti  ni  a ev r lacit  y lp ane 

egaP  | 93  



lellarap  to eht  x xa is. etoN  taht  eht  tsrif  xiffus  sevig  eht  id r noitce  fo  t eh  sixa  fo  eht  t siw t gni  tnemom . We 
osla  nifed e isop t evi  gnitsiwt  stnemom  sa  gnieb  iwkcolc se nehw  deweiv  gnola  rieht  sexa  ni  id r ce t snoi  

lellarap  to t eh  p iso t evi  cerid t snoi  fo  eht  gnidnopserroc  x ro  y xa is. nI  giF . ,4.2  eht r ofe r ,e  lla  tnemom  
in et n itis e ra s e po vitis e.  
 

ecniS  eht  gnitsiwt  stnemom  era  at laitnegn  stnemom  ro  ,seuqrot  yeht  era  siser t de  yb  a metsys  fo  latnoziroh  
raehs  serts s se  ηxy, sa  nwohs  ni  giF . 2. .6  morF  a noitaredisnoc  fo  yratnemelpmoc  raehs  sesserts  (s ee  .giF  

2. )6 , M yx =- xyM , os  taht  ew  may erper s tne  a lareneg  tnemom  noitacilppa  ot  t eh  p etal  ni  ter sm  fo  Mx, My, 
a dn  xM y i nwohs sa n Fig. 2. (5 a)  .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P 4.2 erugiF l bus eta j  ot detce b dne i a gn n wt d i ts in .g  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  5.2  )a(  alP te cejbus t de  ot  neb d gni  dna  t siw t ;gni  )b(  t negna t lai  dna  no lamr  mo nem ts on na  
bra i rart y enalp .  

ehT se stnemom  ecudorp  laitnegnat  dna  on r lam  ,stnemom  Mt dna  M ,n  no  na  ylirartibra  ohc s ne  id a nog al 
enalp  DF . eW  may pxe r sse  eseht  tnemom  ni t ne s seiti  ni(  na  suogolana  noihsaf  ot  eht  xelpmoc  sserts  

sys t sme  fo  ceS t noi  )6.1  ni  et r sm  fo  Mx, My, a dn  xM y. ,suhT  f ro  muirbiliuqe  fo  eht  gnairt u ral  tnemele  
AB  C o F f ig. i )b(5.2 n nalp a e pe nepr d t raluci o A  C  
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ig v gni  

 
2( . )01  

 
uirbiliuqe rof ,ylralimiS m in nalp a e AC ot lellarap  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ud sesserts raehs yratnemelpmoC 6.2 erugiF siwt ot e t m gni o stnem  Mxy. 

 
 
or 

 
 
 
 

(2 11. )  
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We sbo e vr e orf m Eq. seulav owt era ereht taht )11.2(  fo  α ffid , e nir g by 09 ◦and evig n yb  

 
 
 
 
 

rof  hcihw  M ,0=t  el a gniv  on r lam  stnemom  fo  isnetni ty Mn no  t ow  yllautum  cidneprep u ral  ehT.senalp s  e  
m emo n st  ra e termed rp i lapicn  stnemom , and ht eir rroc e nidnops g ruc v ruta es ra e ac lle  d  

erutavruclapicnirp s. roF  a etalp  s cejbu t de  ot  erup  b gnidne  dna  siwt t gni  ni  hcihw  Mx, My, a dn  M yx are 
elbairavni t orh u tuohg  eht  alp t ,e  eht  lapicnirp  stnemom  era  eht  yllaciarbegla  gr tsetae  dna  tsael  stnemom  i  n  

eht  alp t tI.e  swollof  t tah  eht re era  on  raehs  sesserts  no  eht se senalp  dna  t tah  eht  serroc p gnidno  id r ce t  
,sesserts  rof a nevig  value fo  z dna  mo tnem  ni t ne s yti , era  eht  yllaciarbegla  aerg t tse  dna  tsael  lav u se   fo  
rts tcerid e ht niss e talp e.  

 
teL  su  won  nruter  ot  t eh  ol a ded  alp te fo  giF . 2. (5 a .)  eW  evah  ,dehsilbatse  ni  sqE . )7.2(  dna  2( . ,)8  eht  

spihsnoitaler  eb t neew  eht  gnidneb  tnemom  ni t isne t sei  xM andMy dna  eht  noitcelfed  w fo  eht  p .etal T eh  
txen  pets  si  ot  etaler  eht  siwt t gni  tnemom  Mxytow. morF  eht  elpicnirp  fo  oprepus s ,noiti   ew  

m disnocya er yxM gnitca  s yletarape  fr mo  Mxa dn My. sA  detats  pr ve uoi s ,yl  M yx si  er s si t de  yb  a sys te  m  
latnozirohfo  yratnemelpmoc  raehs  sesserts  no  eht  lacitrev  secaf  fo  s ce t snoi  nekat  orht u tuohg   eht  

fossenkciht  eht  alp te lellarap  to eht  x dna  y xa es. redisnoC  na  tnemele  fo  eht  alp te of r dem  by  hcus  
,snoitces  nwohssa  ni  giF . .2 6. ehT  yratnemelpmoc  raehs  sesserts  no  a animal  fo  eht  tnemele  a ecnatsid  z 
ehtwoleb  lartuen  enalp  ,era  ni  ecnadrocca  htiw  eht  ngis  nevnoc t noi  fo  noitceS  ,2.1  η yx  refeR(  .G.H.T  

nosgem ).  DCBAecaf eht no ,eroferehT  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21.2( )  
 
 

egaP  | 24  



 niarts raehs eht γ yx  si g evi n yb  
 
 
 
 
 
 
 

eW  qer u ,eri  fo  ,esruoc  ot  pxe r sse  γxy ni  et r sm  fo  t eh  noitcelfed w fo  eht  p ;etal  siht  may be mocca p sadehsil  
ollof ws. ffus lliw etalp eht fo ssenkciht eht hguorht nekat tnemele nA e  ot lauqe snoitator r ∂w/∂  x and  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tanimreteD 7.2 erugiF i o no f  niarts raehs γxy. 

 
 
∂w/∂y ni  eht  xz na dyz ,senalp  ylevitcepser . edisnoC r gni  eht  noitator  fo  hcus  na  tnemele  ni  eht  xz ,enalp  sa  

nwohs  ni  giF . ,7.2  ew  s ee  taht  eht  tnemecalpsid  u ni  eht  x cerid t noi  fo  a tniop  a ecnatsid  z b wole  t eh  
 si enalp lartuen  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2( . )31  
 

morf  hcihw  21.2.qE  
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Re nicalp g G  eht yb e rpx e  noiss E ν+1(2/ ) 

 
 
 
 
 

ht yb noitauqe siht fo rotanimoned dna rotaremun eht gniylpitluM e 1( rotcaf -ν  ) yields 

 
 
 
 

2( . )41  
 

uqE r )41.2( dna ,)8.2( ,)7.2( snoita e tal e ht e ht ot stnemom gnitsiwt dna gnidneb e talp e tcelfed i no  
ra dna e ht ot suogolana e nidneb g mom tne – is a rof pihsnoitaler erutavruc m lp e aeb m.  

 
 

ETCEJBUS SETALP D  OT A BIRTSID U RT DET A DAOL ESREVSN  
 

ehT  r noitale s spih  eb t eew n b gnidne  dna  gnitsiwt  stnemom  dna  p etal  noitcelfed  era  won   deyolpme  
ilbatseni s gnih  eht  lareneg  effid r ne t lai  noitauqe  rof  eht  s noitulo  fo  a niht  gnatcer u ral  ,etalp  gnitroppus a  

detubirtsid  esrevsnart  ol ad fo  netni s yti  q rep  tinu  aera  ees(  giF . .)8.2  ehT  d detubirtsi  daol  ma ,y  larenegni ,  
yrav  revo  eht  ecafrus  fo  eht  etalp  dna  ,si  ofereht r ,e  a cnuf t noi  fo  x dna  y. eW  ,emussa  sa  ni t eh   gnidecerp  
ylana s ,si  taht  eht  elddim  p enal  fo  eht  etalp  si  eht  lartuen  enalp  dna  t tah  eht  alp te ofed r ussm ch t tah  enalp  

noitces s mer a ni  lp a en  fa t re  gnidneb . sihT  rettal  noitpmussa  secudortni  na  nocnitnerappa s si t ycne  ni  th  e  
eht ory. roF  enalp  snoitces  ot  niamer  ,enalp  eht  raehs  sniarts  γxzandγyzm btsu ezero. ,revewoH   eht  

esrevsnart  ol ad secudorp  esrevsnart  raehs  secrof  dna(  erofereht  )sesserts  sa  nwohs  ni  giF . .2 9 W. e  
eht r erofe  emussa  t tah  ohtla u hg  γ zx  =ηxz/Gandγyz=ηyz/G era  igilgen b ,el  eht  roc r gnidnopse  aehs r of cr se  ar  e  

s eht fo a em  redro  fo  deilppa eht sa edutingam  daol  q eht dna  stnemom  Mx, My dna ,  xM y. T pmussa sih t noi  
 taht ot suogolana si m da e dnels a ni e b r eam hs hcihw ni yroeht e iarts ra n ra s e gi on er d.  

 
ehT  tnemele  fo  alp te nwohs  ni  giF . 9.2  stroppus  gnidneb  dna  gnitsiwt  stnemom  sa  rp uoive s ircsedyl b de  
,dna  ni  ,noitidda  lacitrev  raehs  secrof  Qx na dQyp re  tinu  gnel th no  secaf  rep p cidne u ral  ot  eht x dna  y xa e ,s  

re ps e levitc y. ehT  noitairav  fo  raehs  sesserts  ηxz a dn ηyz gnola  t eh  s llam  segde  δx, δy ehtfo  tnemele  si  
crof raehs tnatluser eht dna ,detcelgen e  s Qxδy na dQyδxa ht tca ot demussa er r hguo   eht  

 
 
 

egaP  | 44  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P 8.2 erugiF l troppus eta i  esrevsnart detubirtsid a gn l .dao  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF P 9.2 e l e eta l wt ,gnidneb ot detcejbus tneme i  esrevsnart dna ,gnits l .sdao  
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.2( 1 )5  
 

uirbiliuqe roF m ht fo e llarap tnemele e O ot l z nidedulcni si etalp eht fo thgiew eht taht gnimussa dna  q 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2 )61.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2( . )71  

 
ht tuoba stnemom gnikat ,ylralimiS e y w ,sixa e evah  
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 )81.2(  
 

tutitsbuS ing in Eq  . of )61.2( r Qxa dn Qy Emorf qs. w ,)71.2( dna )81.2( e o niatb  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2 )91.  
Re nicalp g Mx, yxM dna ,  My in Eq  . orf )91.2( m Eqs  . 41.2( ,)7.2( ) a , dn  2(  )8. g vi es 
 
 
 
 
 

2( . )02  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ht ,yllareneG e  daol detubirtsid esrevsnart q uf a si n oitc n  fo  x a dn   y ted eht taht os e  fo noitanimr  
eht  celfed t de  of rm fo  eht  alp te secuder  ot  gniniatbo  a noitulos  fo  Eq. ,)02.2(  ihw ch sa seifsit  the 

yradnuobnwonk  dnoc snoiti  fo  eht  melborp . ehT  gnidneb  dna  t siw t gni  stnemom  wollof  morf  sqE . ,)7.2(  
,)8.2(  dna  ,)41.2(  dna  eht  raehs  secrof  ep r tinu  htgnel  Qx na dQy era  dnuof  morf  sqE . )71.2(  a dn  2( . )81  

oitutitsbusyb n fo  r Mx, My a , dn  yxM noitcelfed eht fo smret ni  w alp eht fo te suht ; ,  
 
 
 

2( . )12  
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22.2( )  
 
 
 

iD r tce  dna  aehs r sesserts  era  neht  clac u detal  morf  eht  veler a tn  pxe r snoisse  re gnital  meht  to Mx, yM ,M yx , 
Qx, dna  Qy. erofeB  gnissucsid  eht  noitulos  fo  qE . )02.2(  rof  ralucitrap  ,sesac  ew  llahs  dnuobhsilbatse yra  

pyt suoirav rof snoitidnoc e gde fo s e  .troppus  
 
 

DENIBMOC  IDNEB NG DNA  IN- ENALP  IDAOL N FOG  A NIHT  
ATCER N RALUG  ETALP  

oS  raf  ruo  noissucsid  sah  neeb  imil t de  to s llam  snoitcelfed  fo  niht  setalp  decudorp  by oftnereffid r sm   fo  
esrevsnart  gnidaol . nI  eht se ac s ,se  ew  demussa  t tah  eht  elddim  ro  lartuen  enalp  fo  eht  alp t mere a  deni  

un rts e ess d. lanoitiddA  ni - enalp  t ,elisne  serpmoc s ,evi  ro  raehs  sdaol  lliw  dorp u ec  sesserts  ni t eh  ddim l  e  
,enalp  dna  ,eseht  fi  fo  tneiciffus  ,edutingam  lliw  tceffa  eht  gnidneb  fo  eht  p tal e. ehW ret eh  in- alp ne 
sesserts  era  s llam  apmoc r de  iw th eht  citirc al gnilkcub  ,sesserts  ti  si  tneiciffus  to ehtredisnoc  t ow  s sy tems 

;yletarapes  eht  latot  sesserts  era  neht  deniatbo  yb  isoprepus t noi . nO  eht  hrehto a ,dn  fi  eht  in- enalp  sesserts  
ra e s ton m t ,lla  rieht neh e ht no tceff e ht fo gnidneb e talp e m disnoceb tsu e er d.  

 
s a fo nalp dna noitavele ehT m  lla e  tnemel δxδ  y d niht a fo enalp elddim eht fo e talp detcelf e  era  

nwohs  ni  giF . 2. 21 . tceriD  dna  s raeh  secrof  rep  inu t htgnel  decudorp  by t eh  in- lp a en  ol a sd  are  nevig  
neht o tat ionNx, Ny, dna  Nxy dna  era  demussa  to eb  gnitca  ni  op s eviti  s ne s se  ni  eht  id r ce t snoi  nwohs .  

ehtecniS re era  on  ser u tnatl  secrof  ni  t eh  x ro  y id r snoitce  morf  eht  revsnart se ol a sd  (s ee  giF . 2. )9 ,  ew  
ylnodeen  ot  edulcni  eht  ni - enalp  sdaol  s nwoh  ni  giF . 21.2  nehw  gniredisnoc  eht  irbiliuqe um fo   eht  

ht nitnemele ese rid e oitc ns. ot lellarap muirbiliuqe roF  Ox  ,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2( . )32  
 

,ylralimiS  rof  qe u irbili um ni  t eh   y w ,noitcerid e evah  

 
 
 

2( . )42  
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.2 erugiF nI 21 -pl p no secrof ena l e eta l .tneme  

 
 

oN te taht  eht  stnenopmoc  fo  eht  ni - enalp  raehs  sdaol  ep r tinu  htgnel  ,era  ot  a tsrif  edro r fo  
ixorppa m ht,noita e ulav e ht fo e hs e  daol ra m ht yb deilpitlu e ht fo noitcejorp e ht no tnemele e eler van sixa t .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 eht ni sdaol raehs fo tnenopmoC 31.2 erugiF z di tcer i .no  
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orf gnisira stnenopmoc ehT m crof tcerid eht e p s e ra htgnel tinu r e re orf deniatbo ylida m giF . ,yleman ,21.2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
in cihw h yN x  dna ot lauqe si calper si e  yb d N yx . U nis g Eqs. w ,)42.2( dna )32.2( e cuder e  siht e rpx e oiss n ot  

 
 
 

rehT e rof e ht , e ffid gninrevog e talp niht a rof noitauqe laitner e ni dna esrevsnart gnitroppus - nalp e ,si sdaol  
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IDNEB NG FO  NIHT  SETALP  IVAH NG A LLAMS  AITINI L ERUTAVRUC  

esoppuS  taht  a niht  alp te sah  na  laitini  erutavruc  os  taht  eht  celfed t noi  fo  yna  tniop  ni  sti  elddim   enalp  
isw0 eW.  emussa  taht  w0 si  s llam  derapmoc  htiw  eht  ssenkciht  fo  eht  alp te. ehT  noitacilppa   fo  

revsnart s dnae  ni -p enal  sdaol  lliw  esuac  the alp te ot  tcelfed  a rehtruf  oma u tn  w1 so taht  eht  latot  celfed t  noi  
si  neht w=w0+w1. ,revewoH  ni  eht  noitavired  fo  qE . (2 ,)52.  ew  on te taht  eht  fel t- dnah  edis  saw  deniatbo  

snoisserpxemorf  rof  gnidneb  stnemom  hcihw  sevlesmeht  dneped  no  eht  egnahc  fo  utavruc er . eW   
eht r esuerofe  eht  noitcelfed  w1 no  t eh  tfel - dnah  s ,edi  ton  w. T eh  tceffe  no  b gnidne  fo  eht  ni -p enal  secrof  

noitcelfed latot eht nosdneped  w w taht os e w tir e Eq. 2( . 52 )  
 
 
 
 
 
 
 

2( . )62  
 

ehT  tceffe  fo  na  laitini  erutavruc  no  celfed t noi  si  eht r ofe re qe tnelaviu  ot  t eh  noitacilppa  fo  a 
olesrevsnart a  ytisnetni fo d  

 
 
 
 
 
 
 

2( . )72  
 
 
 
 

2( . )82  
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ENE R YG  DOHTEM  ROF  EHT  IDNEB NG FO  NIHT  SETALP  

owT  sepyt  fo  s noitulo  era  elbaniatbo  rof  niht  p etal  b gnidne  prob smel  yb  t eh  noitacilppa  fo  t eh  rp foelpicni  
eht  yranoitats  eulav  fo  eht  latot  netop t lai  ene r yg  fo  eht  etalp  dna  sti  xe t nre al ol a gnid . ehT  ,tsrif  hcihwni  
eht  of rm fo  eht  celfed t de  s epah  fo  eht  alp te si  ,nwonk  secudorp  na  tcaxe  ;noitulos  eht  s ,dnoce  

ht e hgielyaR – iR tz em t ,doh  semussa  na  xorppa etami  celfed t de  epahs  ni  eht  of rm fo  a seires  gnivah  a 
inif t ne umb re  fo  ter sm  ohc s ne  ot  yfsitas  t eh  yradnuob  idnoc t snoi  fo  t eh  melborp  dna  la so ot  evig  t eh  dnik  

ttap noitcelfedfo ern e px e detc .  
 

niartS  E ygren  Pr udo ec d yb  Be dn i gn  dna  T tsiw i gn  

nI  niht  etalp  na ,sisyla  ew  era  denrecnoc  htiw  snoitcelfed  on r lam  ot  eht  dedaol  ecafrus  fo  eht  alp t .e  
ehT s sa,e  ni  eht  ac se fo  rednels  bea ,sm  era  demussa  to eb  yliramirp  eud  ot  gnidneb  noitca  so taht  eht  

fostceffe  raehs  niarts  dna  gninetrohs  ro  gnihcterts  fo  eht  elddim  lp ane fo  eht  etalp  era  ongi r de . hT ere rof e, 
siti  tneiciffus  rof  su  ot  etaluclac  eht  niarts  rene gy decudorp  yb  b gnidne  dna  gnitsiwt  ylno  sa  siht  lliw  

,elbacilppaeb  rof  eht  nosaer  fo  t eh  gnidecerp  ssa u ,noitpm  ot  lla  ol a gnid  ac s se . tI  tsum  be memer b re ed 
ewtaht  era  ylno  gnitcelgen  eht  snoitubirtnoc  fo  raehs  dna  id r tce  sniarts  no  eht  noitcelfed  fo  eht  ;etalp  

ht e rts e ss e  meht gnicudorp s m b ton tsu e derongi .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e  41.2 ( ne niartS )a e ud tnemele fo ygr e iarts )b( ;gnidneb ot n ne e ud ygr e nitsiwt ot g. 
 

redisnoC  eht  tnemele  δx×δy fo  a niht  etalp  a×b nwohs  ni  noitavele  ni  eht  xz enalp  ni  giF . 2 B.)a(41. e gnidn  
stnemom  Mxp re  tinu  htgnel  deilppa  ot  sti  δy egde  ecudorp  a egnahc  ni  epols  neewteb  sti  lauqesdne  ot  

(∂2w/∂x2)δx. ,revewoH  ecnis  ew  r drage  eht  stnemom  Mx sa  evitisop  ni  eht  s ne se ,nwohs  neht t sih  hc ange 
ni  ols p ,e  ro  evitaler  tor a ,noit  fo  t eh  sdne  fo  t eh  tnemele  si  evitagen  sa  eht  s ol pe aerced ses iw th cni r isae ng 

x. ot eud ygrene niarts gnidneb ehT  Mx eht si n  
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(2 92. )  
oN te taht  fi  eht  p etal  si  tcejbus  ot  erup  gnidneb  ,ylno  neht  M yx ,0=  a dn  ∂2w/∂x∂y os,0=  ht at qE . 92.2( )  

 ot seifilpmis  
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2( . )03  
 
 
 
 

 NIHT FO GNILKCUB P SETAL  

elkcub yam etalp niht A  fo yteirav a ni   eht dna ,gnidaol eht ,snoisnemid sti no gnidneped sedom  
em t doh  fo  .troppus  ,yllausU  ,revewoh  gnilkcub  sdaol  era  um hc  rewol  naht  esoht  ylekil  ot  esuac  uliaf re ni  
eht  lairetam  fo  t eh  etalp . ehT  tselpmis  of rm fo  gnilkcub  sesira  nehw  serpmoc s evi  sdaol  are deilppa  to 

giF ni nwohs sa ,eerf era segde dedaolnu eht dna segde etisoppo detroppus ylpmis . 9.1. A talp niht e in siht  
noitarugifnoc  heb a sev  ni  yltcaxe  eht  sa em  way sa  a nip - dedne  loc u nm  os  taht  eht  lacitirc  daol  si  taht  

detciderp  yb  eht  reluE  yroeht . ecnO  t sih  lacitirc  daol  si  ,dehcaer  eht  p etal  si  elbapacni  fo  gnitroppus  yna  
rehtruf  daol . sihT  si  ton  eht  ,esac  ,revewoh  nehw  eht  dedaolnu  segde  era  detroppus  tsniaga  tnemecalpsid  

tuo  fo  eht  xy nalp e. ,gnilkcuB  rof  hcus  ,setalp  sekat  eht  of rm fo  a gniglub  sid p tnemecal  fo  eht  lartnec  
noiger  fo  eht  alp t ,e  elihw  eht  tnecajda strap  ot  eht  detroppus  segde  mer a ni  thgiarts  . ehT se ap str  elbane  the 

talp e r ot e hgih tsis e i na si hcihw ,sdaol r m i rotcaf tnatrop n d tfarcria e ngis .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

o gnilkcuB 51.2 erugiF f p talf niht a l .eta  

 
 

iw denrecnoc ton era ew ,egats siht tA t  noitciderp eht htiw rehtar tub roivaheb gnilkcubtsop siht h  
fo  eht  irc t laci  ol ad hcihw  sesuac  eht  ini t lai  gniglub  fo  eht  lartnec  aera  fo  eht  alp te. roF  eht  ylana s ,si   ew  

ma eht esu yltneinevnoc y  dohtem  op latot fo t laitne  ecnis ,ygrene  ew  la evah r ed ,ydae riv de  serpxe s rof snoi  
niarts  dna  laitnetop  ygrene  nidnopserroc g ot  suoirav  ol ad dna  troppus  snoitarugifnoc . nI   eseht  

pxe r ,snoisse  ew  demussa  taht  eht  tnemecalpsid  fo  eht  etalp  sesirpmoc  gnidneb  snoitcelfed  ylno  dna   taht  
eseht  era  llams  derapmoc  htiw  eht  ssenkciht  fo  eht  etalp . esehT  snoitcirtser  ofereht re ylppa  ni  eht  
esbus q eu n eht t ory.  

w ,tsriF e disnoc e ht r e re lpmis ylevital e sac e ht fo e iht n talp e iF fo g. ub ,nwohs sa dedaol ,51.2 t  
ylpmis  detroppus  gnola  lla  ruof  segde . eW  evah  nees  taht  sti  eurt  detcelfed  s epah  may eb  neserper t de   yb  

ht e tinifni e do lbu e onogirt acirtem l se ir e  s  

 
 

egaP  | 45  



 
 
 
 
 

ht ,oslA e ne laitnetop latot e gr y o ht f e talp e si  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2( . )13  
hT e etni g oitar n o E f q  . rof gnitutitsbus no )1.9(  w i is s mil ra  

 
Th ,su  

 
 
 

 )23.2(  
ehT  latot  netop t lai  ygrene  fo  eht  alp te sah  a yranoitats  lav ue ni  eht  uen lart  qe u muirbili  fo  sti  delkcub   etats  

i( .  ,.e Nx= Nx RC, ). hT e rofer e ffid , e nitaitner g qE  .  htiw )23.2( r se p  tce to tneiciffeoc nwonknu hcae  Amn, we 
vah e  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )33.2(  
eW  evresbo  morf  qE . )33.2(  taht  hcae  et rm ni  eht  inifni te seires  rof  tnemecalpsid  rroc ,sdnopse  sa  ni   eht  
esac  fo  a ,nmuloc  ot  a effid r tne  eulav  fo  lacitirc  daol  on( te eht  orp b mel  si  na  eulavnegie  )melborp . T  eh  

tsewol  eulav  fo  lacitirc  daol  sevlove  morf  emos  lacitirc  noitanibmoc  fo  getni e s’r m dna  n— taht  ,si  eht  
rebmun  fo  flah -wa sev  ni  t eh  x dna  y id r ,snoitce  dna  eht  p etal  nemid s snoi . ylraelC  n = 1 sevig  a inim m  mu  

ttam on taht os eulav e  r w  fo seulav eht tah m,a a , n  d b ht , e nis flah a otni selkcub etalp e w  eva  
ni  eht  y rid e oitc n. ,suhT  ew  may etirw  qE . )33.2(  sa  minim um lav ue so taht  on  ettam r tahw  eht  seulav   fo  

m,a a , nd b vaw enis flah a otni selkcub etalp eht , e ht ni e y d ri e itc no . w ,suhT e m tirw ya e qE . 2( .  )33 a  s  
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2( . )42  
 
 
 
 
 
 

(2 52. )  
rof  a nevig  lav ue fo  a/b. oT  eted r enim  eht  muminim  eulav  fo  k rof  a nevig  lav ue fo  a/b, ew  tolp  k sa  a 

noitcnuf  fo  a/b rof  effid r tne  seulav  fo  m sa  nwohs  by eht  dettod  sevruc  ni  giF . 1.2 6. ehT  muminim  lav ue 
of  k orf deniatbo si m ht e wol e polevne r e ht fo e vruc e ht ni dilos nwohs s e rugif e.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ulav nevig a roF e o  f a/b t , ts lacitirc eh r ,sse  ζ =RC  Nx,CR/t, 

 
 
 

2( . )62  
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 k tneiciffeoc gnilkcuB 61.2 erugiF f is ro mp yl  etroppus d pl .seta  

 
 
nI  ,lareneg  eht  lacitirc  sserts  rof  a ofinu rm lugnatcer ar ,etalp  iw th suoirav  egde  stroppus  dna  ol a ded  yb  

tnatsnoc  ro  il ylraen  gniyrav  ni - lp a en  id r tce  secrof  (Nx,Ny) ro  tnatsnoc  aehs r of cr se  (Nxy) gnola  sti  ,segde  
si  nevig  yb  qE . .)62.2(  ehT  eulav  fo  k sniamer  a noitcnuf  fo  a/b tub  osla  ed p sdne  no  eht  yt pe fo  idaol ng 

gde dna e troppus .  
 
 

CITSALENI  ILKCUB NG FO  SETALP  

roF  alp set  gnivah  llams  seulav  fo  b/t, eht  lacitirc  sserts  yam  deecxe  eht  citsale  timil  fo  eht  am t laire  fo   eht  
pl ta e. nI  hcus  a ,noitautis  .qE  )62.2(  si  on  regnol  ,elbacilppa  ,ecnis  sa  ew  was  ni  eht  esac  fo  ,snmuloc  E 

semoceb  tnedneped  no  ,sserts  sa  seod  nossioP s’  oitar  ν. esehT  stceffe  era  yllausu  dedulcni  ni  a icitsalp t  y  
cerroc t  rotcaf noi ε so that Eq. 62.2( ) be  semoc  

 
 
 
 

72.2( )  
hW ereE a dn  ν era  citsale  seulav  fo  s’gnuoY  suludom  dna  sioP s s’no  oitar . nI  eht  enil ra yl  le a cits  r noige , ε 

= 1.  a fo noitavired ehT  rof noisserpxe lareneg ε i  s  
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TNEMIREPXE A NIMRETED L A OIT N  DAOL LACITIRC FO F  A RO F  TAL P ETAL  
 

talp devruc yllaitini na fo tnemecalpsid ehT e orf m z eht e oitisop daol or n w f sa o nu d to eb  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

LACOL  YTILIBATSNI  

nihT -w della  snmuloc  era  ocne unter de  ni  tfarcria  serutcurts  ni  eht  epahs  fo  lanidutignol  hcihw,sreneffits  
era  on r yllam  detacirbaf  yb  noisurtxe  sessecorp  ro  yb  gnimrof  morf  a talf  teehs . A yteirav  fo  ssorc  noitces s  
era  ,desu  hguohtla  hcae  si  yllausu  moc pos de  fo  f tal  etalp  stnemele  degnarra  to of rm ,elgna  hc a ,lenn  Z-, ro  

 

pot―  tah ǁ oitces ,sn  sa  nwohs  ni  giF . 2. 71 . eW  ees  t tah  eht  alp te stnemele  llaf  ni to owt  tcnitsid  eirogetac s  :  
segnalf  hcihw  evah  a eerf  dedaolnu  egde  dna  sbew  hcihw  era  detroppus  yb  eht  tnecajda  etalp  stnemele   no  

tob h un edaol d gde es.  
 
nI  lacol  tilibatsni ,y  eht  segnalf  dna  sbew  elkcub  ekil  ,setalp  htiw  a luser t gni  egnahc  ni  eht  ssorc s ce t noi  fo  
eht  nmuloc . ehT  htgnelevaw  fo  eht  elkcub  si  fo  eht  redro  fo  eht  diw t sh  fo  eht  etalp  ,stnemele  dna  eht  

gnidnopserroc  lacitirc  sserts  si  yllareneg  tnednepedni  fo  eht  l gne th fo  eht  nmuloc  nehw  eht  gnel th si  lauqe  
erht naht retaerg ro ot e ht fo htdiw eht semit e gral e ht ni tnemele etalp ts e s ssorc nmuloc e noitc .  

 
 
 
 

egaP  | 85  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fi ( 71.2 erug a E ) x a dedurt ngle; (b  ) f ro m c de h enna ;l  (c  ) ex durt e  d Z;  )d( f ro me  d

 

―  pot ha .t ǁ 

 
 

gnilkcuB  srucco  nehw  eht  ew a tsek  etalp  ,tnemele  yllausu  a ,egnalf  sehcaer  sti  lacitirc  ,sserts  ohtla u hg  ni  
emos  sesac  lla  eht  stnemele  r hcae  t rieh  cr laciti  serts s se  s mi u uoenatl s nehW.yl t sih  ,srucco  eht  lanoitator  

 tnecajda yb dedivorp tniartser e no ot stnemel e ht dna ,sraeppasid rehtona e vaheb stnemele e yeht hguoht sa  
era  ylpmis  detroppus  gnola  t rieh  nommoc  segde . T eh se ac s se  era  eht  mis p tsel  ot  ezylana  dna  era  fou dn  
ehw r eht e  noitces ssorc  eht fo  nmuloc  na si  lauqe - T ,elgna deggel - oficurc , r o ,m ebut erauqs a r  tnatsnoc fo  

th nkci e ss . seulaV  fo  col al lacitirc  sserts  rof  snmuloc  gnissessop  eseht  sepyt  fo  noitces  yam  eb  dnuof  gnisu  
Eq. )7.9(  dna  na  etairporppa  lav ue fo  k. roF  xe a ,elpm  k rof  a oficurc rm noitces  nmuloc  si  deniatbo  morf  
Fig. )a(3.9  rof  a etalp  hcihw  si  ylpmis  detroppus  no  eerht  sedis  htiw  eno  egde  eerf  dna  sah  a/b>3. Hence, 
 k ht fi dna ,34.0 = e lkcub noitces e llacitsale s y eht , n ε a 1 = n  d  

 
 
 
 
 
 

YTILIBATSNI  FO  DENEFFITS  NAP E SL  

sreneffitS  ni  reilrae  sepyt  fo  deneffits  lenap  sop s desse  a er ylevital  hgih  eerged  fo  htgnerts  derapmoc  iw th 
eht  niht  niks  ser u gnitl  ni  eht  s nik  gnilkcub  ta  a hcum  rewol  sserts  level  t nah  eht  st fi f ene rs. hcuS  slenap  

may eb  dezylana  yb  gnimussa  taht  eht  sreneffits  edivorp  ylpmis  detroppus  egde  idnoc t snoi  ot  a seires  of 
p talf l ta es.  

 
A om re sujda yb deniatbo si erutcurts tneiciffe t ces reneffits eht gni t gnilkcub taht os snoi  ni srucco  

htob  st fi f srene  dna  niks  ta  tuoba  eht  emas  ts r sse . T sih  si  deveihca  by a noitcurtsnoc  gnivlovni  c ol s yle  
decaps  sreneffits  fo  elbarapmoc  t ssenkcih  ot  t eh  s nik . ecniS  t rieh  citirc al serts s se  era  ylraen  t eh  sa ,em  

eht re si  na  elbaicerppa  noitcaretni  ta  gnilkcub  eb t neew  niks  dna  sreneffits  os  taht  eht  elpmoc te lenap  tsum  
eb  edisnoc r de  a tinu . ,revewoH  noituac  tsum  eb  ex icre s ,de  ecnis  ti  si  p isso b el  rof  eht  two tlumis a suoen  

lacitirc  sdaol  ot  dna tcaretni  ecuder  eht  lautca  lacitirc  daol  fo  eht  erutcurts . suoiraV  sedom  fo  gnilkcub  era  
,elbissop  gnidulcni  yramirp  ,gnilkcub  ehw re t eh  wa gnelev th si  fo  t eh  redro  fo  t eh  lenap  gnel t ,h  dna  lacol  
,gnilkcub  htiw  shtgnelevaw  fo  eht  redro  fo  eht  diw th fo  eht  alp te stnemele  fo  eht  niks  ro  sreneffits . A 
noissucsid  fo  eht  suoirav  sedomgnilkcub  fo  lenap s gnivah  Z-s ce t noi  sreneffits  sah  neeb  nevig  by 
dnasirygrA  ennuD . stnemelE  fo  eht  niks  ro  sreneffits . A noissucsid  fo  eht  uoirav s sedomgnilkcub  fo  

nap e Z gnivah sl -se neffitsnoitc e  yb nevig neeb sah sr A a sirygr n nnuD d e.  
 

b dluohs ecnerefer ,slenap deneffits no krow deliated roF e m da e  sa ot m lbissop sa hcu e eht fo  
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rP e ec d wgni orks. ehT  il t erutare  ,si  ,revewoh  xe t ne s evi  os  taht  eh r pewe res tne  a ylevitaler  s mi p el  ppa r hcao  
detseggus  yb  drareG . ugiF re 81.2  stneserper  a lenap  fo  diw th w deneffits  yb  lanidutignol  srebmem  ihw ch 

may be stalf  sa(  ,)nwohs  Z-, I-, ch nna el  , o  r

 

―to  p h ta ǁ s ce oit ns. tI  si  elbissop  rof  eht  nap le  ot  b evahe  sa  na  
luE e s ssorc sti ,nmuloc r e wohs taht gnieb noitc n in iF g. 1.2 8. enap eht fo htgnel tnelaviuqe eht fI l  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fi tS 81.2 erug i eff n ap de nel. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ERULIAF  SSERTS  NI  SETALP  DNA  ITS F DENEF  SLENAP  

Ge soporp drar e a s  es m talp talf rof noitulos laciripmei e troppus s ed no  f lla o gde ru es. fA t ilkcub citsale re n  g  
,srucco  yroeht  dna  epxe r tnemi  acidni te taht  eht  egareva  serpmoc s evi  ,sserts  .ζ ,a  ni  eht  etalp  dna  eht  

olnu a ded   ,sserts egde ζe ra , e re ht yb detal e rpxe gniwollof e oiss n  :  
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hw ere = β  αkm .2/  
 

stnemirepxE  no  ylpmis  detroppus  talf  dna setalp  erauqs  sebut  fo  suoirav  munimula  dna  muisengam  syolla  
dna  st lee  wohs  t tah  β = 24.1  dna  m = 58.0  tif  eht  stluser  nihtiw  01±  p tnecre  pu  ot  eht  dleiy  ts r .htgne  

ra setalp talf ,depmalc ,gnol rof seulav gnidnopserroC e ,08.1 = β  m = 0 58. .  
drareG  xe t dedne  t eh  gnidecerp  em t doh  ot  eht  pr noitcide  fo  col al uliaf re erts ss se  rof  eht  p etal  stnemele  fo  

th ni -w ella d muloc ns. emoceb noitauqE s  
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.g tnatsnoc laciripme fo noitanimreteD 91.2 erugiF  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tanimreteD 02.2 erugiF i o no f g f t owt ro y o sep f iks/reneffits n c tanibmo i .sno  

 
 

NOISNET  DLEIF  SMAEB  

ehT  sraps  fo  tfarcria  sgniw  yllausu  irpmoc se na  reppu  dna  a rewol  egnalf  cennoc t de  yb  ,niht   deneffits  
we sb . esehT  sbew  era  fo t ne  fo  hcus  a ssenkciht  taht  yeht  elkcub  rednu  raehs  sesserts  ta  a noitcarf  fo   rieht  

tamitlu e daol . ehT  of rm fo  eht  elkcub  si  nwohs  ni  giF . 12.2  ,)a(  ehw re t eh  bew  fo  eht  eb am selkcub  ednu r  
eht  noitca  fo  lanretni  lanogaid  evisserpmoc  sesserts  decudorp  yb  ,raehs  el a gniv  a delknirw  bew  elbapac   fo  

gnitroppus  lanogaid  noisnet  ylno  ni  a noitcerid  rep p ralucidne  ot  taht  fo  eht  ;elkcub  eht  eb am si  neht  dias  
a eb ot  leif noisnet etelpmoc d maeb .  
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D 12.2 erugiF i snet lanoga i  dleif no b .mae  

 
 

pmoC l ete  aiD g lano  Te sn i no  

ehT  oeht ry detneserp  eh re si  eud  to rengaW . ehT  maeb  nwohs  ni  giF . 2 12.  )a(  sah  detartnecnoc  nalf ge 
saera  gnivah  a ped th d neewteb  rieht  sdiortnec  dna  lacitrev  sreneffits  hcihw  era  decaps  ofinu r ylm  gnola  

eht  htgnel  fo  eht  eb am. tI  si  demussa  t tah  eht  lf a segn  er s tsi  eht  ni t lanre  b gnidne  tnemom  ta  yna  s noitce  fo  
eht  eb a ,m  hw eli  eht  ,bew  fo  ssenkciht  t, stsiser  eht  lacitrev  aehs r ecrof . tceffeehT  fo  siht  noitpmussa  si  ot  

ecudorp  a ofinu rm raehs  sserts  noitubirtsid  hguorht  eht  htped  fo  eht  bew  ees(  ceS t noi  ,3.91  .H.T G. 
s yna ta )nosgeM e noitc . ehT r ofe r noitces a ta ,e  eb eht fo am ehw r  e t si ecrof raehs eh  S,  eht s eh ar ts r sse  η is 

evig n  yb  

 
 
 

na won redisnoC  tnemele  eht fo DCBA  bew  lenap a ni   fo t eb eh a giF ni nwohs sa ,m . a(12.2 ). The ele m tne  
si  detcejbus  ot  elisnet  ,sesserts  ζt , decudorp  yb  eht  lanogaid  noisnet  no  eht  senalp  BA  dna  ;DC  eht  gna le 
fo  eht  lanogaid  t noisne  si  α. nO  a lacitrev  p enal  DF  ni  eht  ,tnemele  eht  s raeh  sserts  si  η dna  eht  id r tce  

sserts  si  ζz. ,woN  edisnoc r gni  eht  muirbiliuqe  fo  eht  tnemele  DCF  giF( . ))b(12.2  dna  er s gnivlo  secrof  
es( evah ew ,yllacitrev e Se itc G.H.T ,6.1 no . Meg os n)  

 
 
 
 
 
 
 
 

rof gnitutitsbus ,ro  η rf om Eq. t ni taht gniton dna )41.9( h sac si e S =  W  snoitces lla ta o ht f e beam, 
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ecniS  η dna  ζt era  tnatsnoc  hguorht  eht  ped th fo  eht  b ,mae  ti  swollof  taht  ζz si  tnatsnoc  hguorht  eht  ped t  h  
ht fo e beam.  

ehT  id r tce  sdaol  ni  eht  segnalf  era  of u dn  yb  noc s gniredi  a gnel th z fo  eht  eb a ,m  nwohs sa  ni  giF . 2.2 2. On  
eht  enalp  mm , eht re era  id r tce  dna  s raeh  sesserts  ζz dna  η gnitca  ni  eht  ,bew  rehtegot  htiw  id r tce  daol s FT 
dna  FB ni  eht  pot  dna  mottob  ,segnalf  ylevitcepser . FT a dn  FB era  decudorp  yb  a noitanibmoc  fo   eht  

gnidneb  tnemom  Wz ta  eht  s noitce  sulp  eht  pmoc res evis  noitca  (ζz) fo  t eh  lanogaid  t ne s noi . aT k  gni  
ottob eht tuoba stnemom m gnalf e  ,  
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tanimreteD 22.2 erugiF i o no f  egnalf f .secro  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ehT  t ne s eli  serts s se  ζy no  latnoziroh  lp a sen  ni  t eh  bew  fo  eht  eb am esuac  pmoc r noisse  ni  t eh  citrev al 
neffits e sr . ppus ot demussa eb yam reneffits hcaE aeb eht ni lenap tnecajda hcae fo flah tro m  eht taht os  
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atnoziroh a no metsys ssertS 32.2 erugiF l aeb eht ni enalp m bew  .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
fI  eht  daol  P si  neiciffus t yl  ,hgih  eht  sreneffits  lliw  elkcub . T stse  etacidni  t tah  yeht  elkcub  sa  loc u snm  fo  

nel tnelaviuqe g  ht  

 
 
 
 
nI  noitidda  to gnisuac  pmoc r noisse  ni  t eh  its f ,srenef  eht  id r tce  ts r sse  ζy secudorp  gnidneb  fo  t eh  bea  m  

segnalf  eb t neew  eht  ,sreneffits  sa  nwohs  ni  giF . .2 2 .4  hcaE  egnalf  stca  sa  a noc t ni u suo  eb am gniyrrac   a  
ofinu r ylm  detubirtsid  ol ad fo  ni t ytisne  ζyt. ehT  mumixam  gnidneb  tnemom  ni  a suounitnoc  eb am iw t  h  
sdne  if x de  tsniaga  r noitato  srucco  ta  a troppus  dna  si  wL ,21/2  ni  hcihw  w si  eht  daol  isnetni ty dna  L si  eht  

beam aps n. ac siht nI s eht ,e r eht ,erofe   mumixam b gnidne  tnemom  M xam  dna reneffits a ta srucco  si   nevig  
yb   
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b yawdiM e ht neewt e b siht sreneffits cuder tnemom gnidne e t s o Wb  nat 2 2/α 4d.  
ehT  elgna  α stsujda  flesti  hcus  taht  eht  latot  niarts  ene r yg  fo  eht  eb am si  a muminim . fI  ti  si  demussa   taht  

eht  segnalf  dna  sreneffits  era  ,digir  neht  eht  niarts  ene r yg  sesirpmoc  eht  raehs  niarts  ygrene  fo  eht   bew  
ylno  dna  α = 54 ◦. nI  ,ecitcarp  ob th segnalf  dna  sreneffits  ofed rm os  taht  α si  tahwemos  ssel  naht  54 ◦, 

yllausu  fo  eht  redro  fo  04 ◦ ,dna  ni  eht  epyt  fo  eb am nommoc  to tfarcria  ,serutcurts  ylerar  woleb  38◦. For 
eb a sm  lla gnivah  stnenopmoc  s eht fo edam a em  etam r eht ,lai  idnoc t noi  fo  mi umin niarts m  ene r el yg a  ot sd  

rpxe tnelaviuqe suoirav e  rof snoiss α no , e cihw fo h  si  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

idneB 42.2 erugiF n o g f alf n .sserts bew ot eud seg  

 
 
 
 
 
 
ni  hcihw  ζF dna  ζS era  eht  ofinu rm id r tce  evisserpmoc  sesserts  decudni  yb  eht  lanogaid  net s noi  ni  th  e  
alf gn e neffits dna s e r ,sr e ps e levitc y.  ,suhT  

 
 
 
 
 

ht si FA hcihw ni e ssorc -se ra lanoitc e  fo a e gnalf hca e  . Also, 

 
 
 
 
 

nA  la t evitanre  pxe r noisse  rof  α niaga ,  ed r devi  morf  a noitaredisnoc  fo  t eh  latot  niarts  ygrene  fo  eht  bea ,m  
is  

 
 
 
nI c etelpmo  aiD g lano  Te sn i no  
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nI  nredom  tfarcria  ,serutcurts  smaeb  gnivah  txe r yleme  niht  sbew  era  erar . yehT  ,niater  retfa  gnilkcub ,  
emos  fo  rieht  ytiliba  ot  troppus  sdaol  os  taht  neve  raen  eruliaf  yeht  era  ni  a etats  fo  sserts  ehwemos r  e  

eb t neew  taht  fo  up re lanogaid  t ne s noi  dna  t eh  pr gnilkcube  erts ss. hcuS  a eb am si  ircsed b de  as a  n  
etelpmocni  lanogaid  noisnet  dleif  maeb  dna  may be dezylana  by s laciripmeime  oeht ry sa  swollof . tI  is  

demussa  taht  eht  nimon al bew  raehs  η =(  S/ dt ) yam  eb  dedivid  otni  a 

 

eurt―  raehs ǁ tnenopmoc  Sη  a dn  a 
oisnet lanogaid n enopmoc n  t ηDT yb  wr  gniti  

 
 

hW erek, eht  lanogaid  snet i no  f ca tor, si  a erusaem  fo  eht  ged r ee  ot  hcihw  eht  lanogaid  net s  noi  
vedsi e pol ed. A yletelpmoc  delkcubnu  bew  sah  k = ,0  ehw r sae  k = 1 rof  a bew  ni  elpmoc t  e  
ogaid nal et n ois n. ehT  lav ue fo  k roc r gnidnopse  to a bew  gnivah  a cr laciti  aehs r ts r sse  η RC  si  nevig  yb  

 laciripmeeht e rpx e  noiss  
 
 
 
 

ehT  oitar  /η η RC  si  nwonk  as eht  gnidaol  oitar  ro  gnilkcub  sserts  .oitar  T eh  bu gnilkc  s ssert  η RC  yam  be 
orf detaluclac m rof eht m  alu  

 
 
 
 

hW erek ss  si  eht  tneiciffeoc  rof  etalp a  htiw  mis p yl  detroppus  ,segde  a dn  Rd dna  Rb era  ciripme al  tniartser  
gde latnoziroh dna lacitrev eht rof stneiciffeoc e ht fo s e we r ,lenap b e ps e ylevitc . gnivig shparG  k ss ,Rd a , nd 

R ra b e re ht ni decudorp e huK fo yduts n .  
 

ehT  sserts  snoitauqe  era  deifidom  ni  eht  thgil  fo  eht se snoitpmussa  dna  may eb  tirwer t ne  ni  ter sm  fo  the 
 sserts raehs deilppa η as  

 
 
 
 
 
 
 

sserts bew eht ,rehtruF  ζt b ,nevig e rid owt semoc e rts tc e ss es  : ζ ht gnola 1 e evig α fo noitcerid n yb  

 
 
 
 
 
 

lihw e ht e e vitceff e ht rof shtgnel e neffits fo noitaluclac e emoceb sdaol gnilkcub r  
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emos nI  eb ,sesac a ni ,shtgnel rieht gnola repat sm  egnalf eht esac hcihw  on era sdaol  regnol  tub latnoziroh  
hw ,bew eht yb deirrac daol raehs eht ecuder hcihw stnenopmoc lacitrev evah e  er  

d v secrof gnivloser ,evah ew ,deredisnoc noitces eht ta maeb eht fo htped eht si e  ,yllacitr  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

taluclaC 52.2 erugiF i o no f  gnilkcub reneffits l .dao  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

fE 62.2 erugiF f o tce f d no repat i anoga l snet i aeb dleif no m taluclac i .sno  

aT k ni g emom n ba st o  tu B, 
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ht ,oslA e hs e crof ra e S ht fo noitces yna ta e beam si  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tsoP  gnilkcub  aheB v roi  

tI  si  issop b ,el  fi  t eh  eb am segnalf  era  ylevitaler  ,thgil  rof  eruliaf  due to gnidleiy  to rucco  ni  eht  bea  m  
segnalf  retfa  eht  bew  sah  delkcub  os  taht  citsalp  segnih  mrof  dna  a eruliaf  msinahcem . sihT  gnilkcubtsop  

roivaheb  saw  agitsevni t de  yb  snavE  te  la . [R fe . ,]41  ohw  d adepoleve  ed s ngi  em t doh  rof  eb a sm  us b cej t  de  
hs dna gnidneb ot e ra . m rieht si tI e cihw sisylana fo doht h rpsi e es n et d here.  

 
esoppuS  taht  eht  lenap  ZBXA  ni  giF . 72.2  sah  palloc s de  eud  ot  a raehs  daol  S dna  a gnidneb  tnemom  M; 

citsalp  segnih  ha ev  of r dem  ta  W, ,X  ,Y  dna  Z. nI  eht  laitini  segats  fo  ol a ,gnid  eht  bew  mer a sni  cefrep t  yl  
rts lacitirc sti sehcaer ti litnu talf e ss e  :s η dna raehs ni rc  ζ  brc ni  be dn ing. ht fo seulav ehT e  es  
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Fi sinahcem espalloC 72.2 erug m of lenap a  of snet a i aeb dleif no m. 

 sesserts m ixorppa dnuof eb ya m morf yleta  

 
 
 
 
 
 

hW ereζ brc  si  eht  irc t laci  eulav  fo  gnidneb  sserts  iw th S = ,0  M= ,0  dna  η rc  si  eht  lacitirc  eulav   raehsfo  
sserts  nehw  S 0=  dna  M = 0. ecnO  eht  cr laciti  sserts  is ,dehcaer  eht  bew  ts stra  ot  elkcub  a tonnacdn  c rra  y  

yna  aercni se ni  pmoc r evisse  sserts  os  t ,tah  yna  idda t lanoi  daol  si  deirrac  by net s noi  dleif  noitca . tI   si  
demussa  taht  eht  raehs  dna  gnidneb  sesserts  mer a ni  ta  rieht  lacitirc  lav u se  ηm dna  ζ bm  dna  taht  ereht   era  
anoitidda l sesserts  ζt hcihw  era  denilcni  ta  na  elgna  ζ ot  eht  latnoziroh  dna  hcihw  yrrac  yna  cni r sesae   ni  

eht  deilppa  daol . tA  espalloc —t tah  ,si  ta  etamitlu  daol  idnoc t noi s— eht  idda t lanoi  sserts  ζt sehcaer  sti  
m ixa mum ulav e ζ ,)xam(t  a dn  ht e enap l i i s n ht e coll spa s de t ta e wohs n in Fig. 2. 72 .  
 

redisnoC  won  eht  llams  gnatcer u ral  tnemele  no  eht  egde  WA  fo  t eh  lenap  ofeb re espalloc . sertsehT s  se  
gnitca  no  t eh  tnemele  era  nwohs  ni  giF . 82.2  )a( . ehT  sesserts  no  p senal  llarap el to dna  p re p ralucidne   ot  

eht  noitcerid  fo  eht  elkcub  may eb  dnuof  yb  gniredisnoc  eht  muirbiliuqe  fo  ralugnairt  stnemele  iw t nih   siht  
ralugnatcer  tnemele . inI t ,yllai  ew  s llah  noc s redi  eht  gnairt u ral  tnemele  EDC  hcihw  si  cejbus t de  ot   eht  

sserts  metsys  nwohs  ni  giF . 82.2  )b(  dna  si  ni  muirbiliuqe  nu red  eht  noitca  fo  eht  secrof  serroc p gnidno   ot  
ht ese rts e ss es. toN e ht taht e gde e ht fo EC e llarap si tnemele e ht ot l e rid e ht fo noitc e lkcub e in ht e web.  

 
muirbiliuqe roF  eht fo  EC ot ralucidneprep noitcerid a ni tnemele  
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erugiF  82.2  eD t animre tion of st sesser  no  p nal es rap a ll el a dn  prep end ci u ral  to t eh  p enal  of t eh  
b kcu le.  

,rehtruF  eht  id r tce  sserts  ζε no  eht  p enal  DF  giF( . 82.2  ))c(  hcihw  si  p cidnepre u ral  ot  eht  enalp  fo  t eh  
orf dnuof si elkcub m uirbiliuqe eht m  eht fo e .DEF tnemel  nehT ,  

 
 
 
 
 
 
 

rof enalp siht no sserts raehs eht taht etoN m oc a s m etsys sserts raehs yratnemelp m  htiw ηεξ.  
ehT  eruliaf  c noitidno  si  dehcaer  yb  gnidda  ζ xam(t ) ot  ζξ dna  gnisu  eht  nov  sesiM  yroeht  fo  citsale  uliaf re , 

th  ta i  ,s  
 
 
 

hW ereζy si  eht  dleiy  sserts  fo  eht  iretam a ,l  ζ1 dna  ζ2 era  eht  id r tce  sesserts  gnitca  no  owt  yllautum  
ralucidneprep  ,senalp  dna  η eht si  raehs  serts gnitca s  no  eht  emas  owt  senalp . eht nehw ,ecneH  sserts dleiy  

ht ni e we  si b ζyw  , fa li ru e occ hw sru e  n  
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esehT  snoitauqe  evah  neeb  ed r devi  rof  a tniop  no  eht  egde  fo  eht  lenap  tub  era  elbacilppa  ot  yna  tniop  
ihtiw n b sti o nu d ra y. rehT ofe r ecrof tnatluser eht ,e  Fw ht ot gnidnopserroc e ht ni dleif noisnet e we  b may eb  

nil sti dna detaluclac e oitca fo n dete denimr .  
 
fI  eht  egareva  sesserts  ni  eht  serpmoc s noi  dna  noisnet  segnalf  era  ζ fc  dna  ζ ft  dna  eht  dleiy  sserts  fo   eht  

gnalf e  si s ζ fy t , he er d ecu d pl tsa i  c mom i stne n ht e fl ra segna e  

 
 
 
 
 
 
 
 

ehT  noitisop  fo  hcae  citsalp  egnih  yam  eb  dnuof  yb  edisnoc r gni  eht  muirbiliuqe  fo  a nel g ht  fo  egnalf  dna  
gnisu  eht  elpicnirp  fo  lautriv  krow . In Fig. ,92.2  eht  gnel th XW  fo  eht  reppu  egnalf  fo  eht  beam si  nevig   a  

lautriv  tnemecalpsid  θ. ehT  krow  enod  yb  eht  raehs  ecrof  ta  X si  lauqe  ot  eht  ene r yg  debrosba  yb   eht  
citsalp  segnih  ta  X dna  W dna  eht  krow  enod  aga i sn t eht  net s noi  dleif  sserts  ζ (t m )xa . esoppuS  taht   eht  

ht fo eulav egareva e rts dleif noisnet e  si ss ζtc— ht ,si taht e rts e ta ss  ht e im d iop n  t o XW f .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tanimreteD 92.2 erugiF i o no f pl tsa i sop egnih c iti .no  
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gnalf a nihtiw rucco ot segnih citsalp eht rof ,ylraelC e  tc dna cc htob , m b tsu e le .b naht ss  hT ere rof e, 
 
 
 
 
 
 

areva ehT gnalf noisserpmoc eht ni sserts laixa eg e be disnoc yb deniatbo si X dnaWneewt e eht gnir  
uirbiliuqe m ht fo flah fo e ht ,XW fo htgnel e  n  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tanimreteD 03.2 erugiF i o no f .sserts egnalf  
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hW e er Fc eht si  ecrof  oisserpmoc eht ni n dna W ta egnalf  A fc  ssorc eht si - noisserpmoc eht fo aera lanoitces  
fl gna e.  
 

ht rof ,ylralimiS e et n ois n gnalf e, 

 
 
 
 
 

ehT  secrof  Fc dna  Ft era  dnuof  yb  gniredisnoc  eht  muirbiliuqe  fo  eht  eb am ot  eht  r thgi  fo  giF(YW . 13.2 ). 
v gnivloser ,nehT e  dna yllacitr  taht gniton S rc  = ηmtwd,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ehw re W1 to Wn era  etxe r lan  ol a sd  deilppa  ot  eht  eb am ot  eht  thgir  fo  YW  dna  M si w  eht  gnidneb  tnemom  
w eht ni e b dna delkcub sah ti nehw b e  ,si taht ,dleif noisnet a emoc  
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tanimreteD 13.2 erugiF i o no f  egnalf f .secro  

 
 

snavE  te  la . detpoda  na  it evitare  erudecorp  rof  gnivlos  ni  hcihw  na  ini t lai  eulav  fo  ζ saw  demussa  dna  
ζcf na d ζ ft  erew  nekat  ot  eb  orez . ,nehT  cc dna  ct ew re ,detaluclac  dna  amixorppa te seulav  fo  Fc dna  Ft are 
of u ,dn  gnivig  b te t re  se t ami t se  rof  ζcf a dn  ζ ft . ehT  erudecorp  saw  neht  aeper t de  nu t li  eht  r iuqe r de   ycarucca  

w  sa o atb i en d.  
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TINU - III  

ISROT DNA RAEHS ,GNIDNEB O  NIHT FO N W SMAEB DELLA  
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UN YS MM TE RICAL EB NDI GN  
 
 

ehT  value fo  id r tce  sserts  ta  a tniop  ni  eht  ssorc  noitces  fo  a eb am cejbus t de  ot  gnidneb  ed p sdne  no  eht  
isop t noi  fo  eht  ,tniop  eht  deilppa  ,gnidaol  dna  eht  cirtemoeg  orp p seitre  fo  eht  ssorc  ces t noi . swollof tI  taht  

ti  si  fo  on  euqesnoc ecn  ehw t reh  eht  ssorc  noitces  si  nepo  ro  desolc . ,eW  eht r ofe r ,e  evired  eht  oeht ry rof  a 
eb am fo  yrartibra  ssorc  ces t noi  dna  neht  ssucsid  sti  noitacilppa  ot  niht - dellaw  op ne  dna  olc s de  s ce t noi  

beam etcejbus s d to nidneb g emom n .st  

 
 

ehT  pmussa t snoi  era  nedi ti lac  ot  t oh se edam  rof  lacirtemmys  b gnidne . ,revewoH  erofeb  ew  evired  an 
pxe r noisse  rof  eht  id r tce  sserts  noitubirtsid  ni  a b mae  us b cej t de  ot  b ,gnidne  ew  s llah  ilbatse sh ngis  

nevnoc t snoi  rof  ,stnemom  ,secrof  dna  ;stnemecalpsid  agitsevni te eht  tceffe  fo  iohc ec  fo  s ce t noi  no  the 
isop t evi  id r snoitce  fo  t eseh  ,sretemarap  dna  ssucsid  eht  ed ter noitanim  fo  t eh  moc p stneno  fo  a gnidneb  

eilppa tnemom d in an idutignol y nal nalp e. 

 
 

ngiS  C vno enti sno  a dn  oN t ta i no  

 
 

,secroF  ,stnemom  dna  stnemecalpsid  era  derrefer  ot  na  bra yrarti  metsys  fo  sexa  Ox zy , fo  ihw ch Oz 
 ot lellarapsi t eh   fo sixa lanidutignol t eb eh a  dna m O yx  eht fo enalp eht ni sexa era   ssorc s noitce . eW a ngiss  

eht  slobmys  M, S, P, T dna ,  w ot  b gnidne  ,tnemom  raehs  ,ecrof  laixa  ro  tcerid  ,daol  qrot u ,e  detubirtsiddna  
daol  ni t ne s ,yti  ser p ,ylevitce  htiw  sexiffus  ehw re etairporppa  to etacidni  s ne se ro  id r ce t .noi T ,suh  Mx si  a 

gnidneb  tnemom  tuoba  eht  x ,sixa  Sx si  a raehs  ecrof  ni  eht  x id r ,noitce  dna  os  erugiF.no  1.3  swohs  
isop t evi  snoitcerid  dna  s ne s se  rof  eht  evoba  ol a sd  dna  stnemom  deilppa  ext yllanre  aot  beam dna  osla  the 
isop t evi  snoitcerid  fo  eht  stnenopmoc  fo  sid p nemecal t u, v, dna  w fo  yna  p tnio  ni  eht beam ssorc  s ce tion 

lellarap  ot  eht  x, y dna ,  z xa e r ,s e ps e levitc y. fosngis eht gninifed noitidnoc rehtruf A  nidneb eht g stnemom  
Mx dna  My si  taht  yeht  era  isop t evi  nehw  t yeh  ecudni  t noisne  ni  t eh  op s eviti  xy tnardauq  fo  eht  eb am ssorc  
es c oit n. 

 
 
fI  ew  refer  nretni al secrof  dna  stnemom  ot  taht  ecaf  fo  a noitces  hcihw  si  nees  nehw  deweiv  ni  

noitcerideht  z ,O  dna  t ,neh  as nwohs  ni  giF . ,2.3  isop t evi  ni t lanre  secrof  dna  stnemom  era  ni  t eh  
noitceridemas  dna  s ne se sa  eht  xe t yllanre  deilppa  ,sdaol  ehw r sae  no  t eh  oppo site ecaf  t yeh  of rm na  

nisoppo gsy ets m. ehT  of r rem  ,metsys  hcihw  ew  llahs  ,esu  sah  eht  egatnavda  taht  id r tce  dna  raehs  l sdao  era  
syawla  evitisop  ni  eht  evitisop  snoitcerid  fo  eht  etairporppa  sexa  rehtehw  yeht  era  ni t lanre  sdaol  ro  ton . It 

tsum  eb  r ,dezilae  oht u ,hg  taht  ni t lanre  sserts  ser u stnatl  neht  b emoce  qe u tnelavi  ot  xe ter yllan  deilppa  
crof e ra dna stnemom dna s e  ni ton uirbiliuqe m tiw h eht m. 
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itatoN 1.3 erugiF o itnevnoc ngis dna n o mom ,secrof rof n e .stnemecalpsid dna ,stn  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
F ugi re 3.2 Inter an l of rce syste .m  
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oseR l tu i no  fo  Be dn i gn  moM e stn  

A idneb gn  tnemom  M deilppa  ni  yna  lanidutignol  enalp  lellarap  ot  eht  z sixa  yam  eb  er s  devlo  
stnenopmocotni  Mx dna  My yb  eht  mron al selur  fo  srotcev . ,revewoH  a lausiv  noitaicerppa  fo  eht  

sinoitautis  netfo  lufpleh . gnirrefeR  giFot . ,3.3  ew  s ee  taht  a gnidneb  tnemom  M ni  a enalp  ta  an a elgn  ζ 
toOx m d ngis gnireffid fo stnenopmoc evah ya e ht no gnidnep e zis e  fo ζ. sac htob nI e f ,s o t r he es nse fo  

 M shown 
 
 
 
 
 
 

vig hcihw e  rof , ζ π< /2, xM and My evitisop  rof dna   ζ > /π 2  , Mxpo vitis e na d My en g vita e . 

 
 
 
 

tceriD  ssertS  rtsiD noitubi  eud  to Be dn i gn  

noC s redi  a maeb  gnivah  eht  yrartibra  ssorc  noitces  nwohs  ni  giF . (4.3  )a . ehT  eb am stroppus  
stnemomgnidneb  xM dna  My dna  sdneb  tuoba  emos  sixa  ni  sti  ssorc  noitces  hcihw  si  eht r erofe  na  sixa  fo  

ssertsorez  or a artuen l xa is N( A). teL  su  oppus se t tah  eht  giro in fo  sexa  sedicnioc  htiw  t eh  tnec r dio  C fo  
ssorceht  ces t noi  dna  taht  eht  lartuen  sixa  si  a ecnatsid  p morf  C. ehT  id r tce  sserts  ζz no  na  tnemele  fo  

areaδA p a ta oin ( t x, y atsid a dna ) nce ξ orf m ht e ne ,si sixa lartu  
 
 
 
 
 
 
fI  eht  eb am si  tneb  ot  a suidar  fo  erutavruc  ρ tuoba  eht  lartuen  sixa  ta  siht  ralucitrap  ces t noi  ,neht  nis ce 

nalp e se ra snoitc e er ot demussa m nalp nia e b retfa e idn oc a yb dna ,gn m tiw nosirap h lacirtemmys  

nidneb g eht ory  
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F ugi re 3.3 eR os l tu ion of be dn ing moments: )a(  ζ <90◦ and ( )b  > ζ 90◦.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  4.3  reteD m noitani  fo  en ut ar l xa si  posit oi n dna  di er tc  ts re ss  due to be dn in .g  

 
 

ah ew ve 
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ehT  eb am stroppus  erup  gnidneb  stnemom  os  taht  eht  tnatluser  on r lam  daol  no  yna  noitces  tsum  .orezeb  
He cn e, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

noitanilcni eht taht esoppuS  eht fo  lartuen  C ot sixa xis α m( e siwkcolc derusa e orf m Cx), neht  
 
 
 
 
 
 
 
 

r tnemom ehT e ht fo stnatlus e tni e vah noitubirtsid sserts tcerid lanr e ht e mas e snes e t sa he deilppa  
 
m emo n st Mx dna  My. The fer ore, 
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t os h ,ta  

 
 
 
 
 

)1.3(  

 
 

tlA e levitanr y E , q. m )1.3(  eht ni degnarraer eb ya form 
 
 
 
 
 

)2.3(  

orF m Eq  . ,yas ,fi taht nees eb nac ti )2.3(  my= ht ,0 e  tnemom Mx cudorp e rts a s e irav hcihw ss e htiw s  
 
Bothx  dna y limis ; ra  yl for My if Mx .0=  
 
 
 

ehw esac eht nI r sah noitces ssorc maeb eht e  rehtie  (o b r o C )ht xor Cy a sa n  sixa o rtemmys f y eht ,  
 

dnoces tcudorp  tnemom   aera fo I yx  orez si a C dn xy era  xa lapicnirp es. Eq itau no  eht )2.3( n er d cu e ot s  
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)3.3(  
 
 
 
 
 
 

3( . )4  
 
 
 

noitisoP  fo  t eh  Ne lartu  A six  

n ehT e ssap syawla sixa lartu e ht hguorht s e ra fo diortnec e fo a  b a e rc s’ma o s ss e oitc n i sti tub , n ilc n noita  
 
α ot  eht  x sixa  ed p sdne  no  eht  mrof  fo  eht  deilppa  gnidaol  dna  t eh  seitreporplacirtemoeg  fo  t eh  bea s’m  
rc o s ss e itc on. 

 
ht no stniop lla tA e ne ht sixa lartu e rts tcerid e z si ss ero. roferehT e orf , m Eq. 1.3( ), 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)5.3(  
 
 
 

ED LF EC SNOIT  DUE TO BENDING 

 
 

esoppuS  t tah  ta  emos  s noitce  fo  na  uns cirtemmy al b mae  t eh  noitcelfed  on r lam  ot  t eh  lartuen  sixa  dna(  
eht r erofe  na  ulosba te celfed t )noi  si  δ , sa  nwohs  ni  giF . 3. .5  nI  ot reh  ,sdrow  eht  diortnec  C si  calpsid ed 
morf  sti  laitini  op s noiti  IC  hguorht  na  ma ou tn  δ ot  sti  lanif  op s noiti  .FC  esoppuS  osla  taht  eht  nec t re  fo  

eb eht fo R erutavruc a ces ralucitrap siht ta m t noi  si  eht no  isoppo t edis e   fo t eh  eht ot sixa lartuen  id r ce t noi  
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fo  eht  tnemecalpsid  δ dna  taht  eht  r suida  fo  uc r utav re si  ρ. roF  ht si  isop t noi  fo  eht  nec t re  fo  erutavruc  a  dn  
orf m ixorppa lausu eht m rpxe eta e rutavruc rof noiss e, 

 
we evah  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  5.3  reteD m ni a oit n of beam defle oitc n ud e ot  be dn in .g  

 
 
Th opmoc e n stne  u a dn  v of δ itcerid evitagen eht ni era o  eht fo sn x and y levitcepser ,sexa y taht os ,  
 
 
 
 
 

ffiD e er n nitait g voba e equ  . r htiw eciwt e ps e  ot tc z f gnitutitsbus neht dna o  r δ  , we 
 

niatbO  

 
 
 
 
 
we es e taht  

 
 
 
 
 

w gnivlos nopu e evah  
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r no e ignarra gn w , e get 

 
 
 
 
 
 
th si ta  
 
 
 
 
 
 

h maeb a roF ehtie gniva r Cxo C r y s fo sixa na sa )htob ro( y rtemm y  , Ixy na 0= d sqE . r ecude  ot  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

xorppA i tam i sno  rof  Thin- dellaW  tceS i sno  

 
 

eW  yam  tiolpxe  eht  niht - dellaw  utan re fo  tfarcria  serutcurts  ot  ekam  mis p gniyfil  a snoitpmuss  in 
etedeht r noitanim  fo  erts sess  dna  snoitcelfed  decudorp  yb  .gnidneb  T ,suh  eht  ssenkciht  t fo  niht - 

snoitcesdellaw  si  demussa  ot  eb  llams  derapmoc  htiw  rieht  sorc s- ces t lanoi  snoisnemid  os  taht  sesserts  
ma eby  dedrager  sa  gnieb  tnatsnoc  ssorca  eht  ssenkciht . ehtruF r om r ,e  ew  tcelgen  qs serau  dna  rehgih  

fosrewop  t ni  eht  noitatupmoc  fo  lanoitces  orp p seitre  dna  ekat  eht  s ce t noi  ot  be erper s ne t de  by  eht  
enildim o  f i  st wa ll . A ht fo noitartsulli na s e rudecorp e w , e disnoc llahs e ht r e oitces lennahc n o iF f g. (6.3 a .)  

 
ehT  s ce t noi  si  ylgnis  mmys cirte  tuoba  eht  x a six  os  ht at xI y=0. ehT  s dnoce  tnemom  fo  aera  xxI is 

evigneht n yb  
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erugiF  6.3  )a(  utcA al iht n- dellaw  ch na nel se oitc n; ( )b  app mixor ate re rp esenta oit n of es ct oi n. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  7.3  noceS d om ments of a er a fo  na  inc il ned thin es oitc n. 
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ht drager yam ew ,seitreporp noitces gnitaluclac fo esoprup eht rof taht ,erofereht ,ees eW e noitces  
 

b sa e r gni e rp e lgnis a yb detnes e nil e ohs sa , nw  in iF g. 7.3  .)b(  
 
 
 

nihT - dellaw  snoitces  uqerf yltne  ha ev  denilcni  ro  devruc  sllaw  hcihw  etacilpmoc  eht  noitaluclac  fo  noitces  
porp e itr es. redisnoC  eht  denilcni  niht  noitces  fo  giF . 7.3  stI  dnoces  tnemom  of atuoba aera  latnoziroh  sixa  

thro gu h iortnec sti d evig si n yb  

 
 
 
 
 
 

hcihw morf  
 
 
 
 
 

imiS l lra y, 
 
 
 
 
 

ra fo tnemom dnoces tcudorp ehT e si a  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

hw ich vig es 

 
 
 
 
 

ixorppa era snoisserpxe eseht taht ereh eton eW m lgen noitavired rieht taht ni eta e wop stc e  fo sr t2 

ht gnirongi yb drawpu dna e ra fo stnemom dnoces e ht fo a e emele n  t δs xa tuoba e rht s o gu h rtnecnwo sti oid. 

rP ope itr es of niht -wal del  devruc  se oitc ns ra e fo dnu  in a si im l ra  m nna e .r  Th ,su  I xx for t eh  
sralucricimes e oitc n o F f ig. 3. si 8  
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rpxE e  gniss  y a dn  s ret ni m lbairav elgnis a fo s e ζ is m ifilp e ht s e os ,noitargetni  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 dnoceS 8.3 erugiF m o tnemo f o aera f tces ralucricimes a i .no  

hcihw morf  

 
 
 
 
 
 
 

ERUTAREPMET  CEFFE TS 

A eb am snoitces  ni  tfarcria  serutcurts  era  yllareneg  niht  dellaw  dna  od  ton  ylirassecen  evah  sexa  fo  
ys mme rt y. tagitsevni won llahs eW e ht woh e stceffe  pmet fo e  snoitces hcus no erutar m b ya e dete .denimr  

 
et a yb decudorp niarts eht taht nees evah eW m  egnahc erutarep ∆T  si g evi n yb  

 
 
 
 

swollof tI  id eht taht r na no sserts tce  sorc fo tnemele s-  aera lanoitces δA si  

 
 
 
 

disnoC e ht won r e beam se iF ni nwohs noitc g. noitairav erutarepmet a taht esoppus dna 63.51  ∆  T is 
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etelpmoc eht ot deilppa  ces ssorc t i taht ;noi ,s  ∆  T oitcnuf a si n o b f oth x dna  y. 
 
 
 

ron latot ehT m yb nevig neht si noitces ssorc maeb eht no egnahc erutarepmet eht ot eud ecrof la  

 
 
 
 
 
 

ht ,rehtruF e ht tuoba stnemom e x and y a sex  ra e 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

evah eW  eb taht deton a rutcurts tfarcria ni snoitces m niht yllareneg era se  sqE taht os dellaw . m erom eb ya  
ylisae  ni t detarge  rof  hcus  snoitces  yb  gnidivid  meht  ni to niht  r atce ngu ral  moc p stneno  sa  ew  did  nehw  

gnitaluclac  noitces  seitreporp . eW  neht  esu  t eh  meiR a nn  ni t noitarge  euqinhcet  ni  hcihw  ew  clac u etal  the 
noitubirtnoc  fo  hcae  tnenopmoc  to eht  on r lam  ecrof  dna  stnemom  dna  sum t meh  ot  ed ter enim  ae ch 

re us l at nt  . Eq oitau n b neht s e oc me 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
in cihw h iA  ssorc eht si - oc a fo aera lanoitces m  dna tnenop ix  and yi ra e ht e tanidrooc e ec sti fo s n iort d. 
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HS E RA  OF THIN AW LLED BEAMS 

NEG E LAR  SSERTS , NIARTS , DNA  TNEMECALPSID  OITALER N SPIHS  

nI  siht  s ce t ,noi  ew  llahs  ilbatse sh eht  snoitauqe  fo  irbiliuqe um a dn  pxe r snoisse  rof  niarts  hcihw  
yrassecenera  rof  eht  sisylana  fo  op ne  s ce t noi  b smae  gnitroppus  raehs  sdaol  dna  olc s de  s itce on 

lanoisrot dna raehs gniyrracsmaeb  sdaol . ,yllareneG  ni  eht  sisylana  ew  emussa  laixa taht  tniartsnoc  stceffe  
era  elbigilgen  taht  eht  raehs  sesserts  on r lam  to eht  beam ecafrus  yam  be celgen t ,de  ecnis  t yeh  era  orez  ta  

hcae  frus eca  dna  eht  llaw  si  ,niht  taht  tcerid  dna  raehs  sesserts  no  lp a sen  on r lam  ot  eht  beam ecafrus  are 
tnatsnoc  ssorca  eht  ,ssenkciht  dna  yllanif  taht  eht  maeb  si  fo  ofinu rm noitces  os  taht  eht  ssenkciht  may 

yrav  htiw  ecnatsid  dnuora  hcae  noitces  tub  si  natsnoc t gnola  eht  beam. nI  idda t ,noi  ew  erongi  s serauq  dna  
wop rehgih e ht fo sr e nkciht e  ss  t ht ni e  noitaluclac o oitces f n rp ope itr e .s  

 
emarap ehT t re  s na eht ni a si sisyl  ecnatsid  usaem r eht dnuora de  emos morf noitces ssorc  .nigir tneinevnoc  

nA  tnemele  δs×δz×t fo  eht  eb am llaw  si  deniatniam  ni  muirbiliuqe  yb  a metsys  fo  tcerid  dna  raehs  serts s se  
sa  nwohs  ni  giF . 16 a(1. ). ehT  id r tce  sserts  ζz si  decudorp  yb  gnidneb  stnemom  ro  yb  gnidnebeht  noitca  fo  

raehs  ,sdaol  ehw r sae  eht  raehs  sesserts  era  due to raehs  a ro/dn  noisrot  fo  a olc s de s ce t noi  eb am ro  raehs  fo  
b noitces nepo na eam. sserts pooh ehT  ζs z yllausu si e  tub or m b ya e esuac d, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  9.3  )a(  eG n re al s ert ss  s sy t me  on e el ment of a c ol sed ro  open s tce oi n bea ;m  (b) dir ce t rts e ss  dna  hs ear lf ow s sy t me  on the e el men .t  
 
 
 
 
ni  desolc  noitces  eb a ,sm  yb  etni r lan  erusserp . lA t hguoh  ew  evah  deificeps  taht  t yam  yrav  htiw  s, 

siht v ra i ta i no  is s llam  for mo ts  niht -wall de  utcurts r se  so th ta  we may r nosae a ylb  m eka  ht e 
noitamixorppa t tah  t si  tnatsnoc  revo  t eh  htgnel  δs. lA s ,o  ηzs=η zs =η, sa .y  ,revewoH  ew  llahs  dnif  ti  

tneinevnoc  ot  krow  ni  et r sm  fo  raehs  wolf  q— taht  ,si  raehs  ecrof  rep  tinu  htgnel  rehtar  naht  ni  et r sm  fo  
hs e rts ra e ss . He cn e  , ni  iF g. 9.3  ,)b(  
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erid eht ni evitisop gnieb sa dedrager si dna rcni fo noitc e  gnisa s. 
 
 
 

uirbiliuqe roF m ht ni tnemele eht fo e z rid e lgen dna noitc e nitc g dob y fo cr es 

 
 
 
 
 
 
 

 hcihw r ot secude  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ehT  id r tce  sesserts  ζz dna  ζs ecudorp  tcerid  sniarts  εz dna  εs, elihw  eht  raehs  sserts  η secudni  a raehs  niarts  
γ (=γ sz =γ zs eW.)  llahs  won  deecorp  ot  pxe r sse  eseht  sniarts  ni  et r sm  fo  eht  ht r ee  stnenopmoc  fo  eht  

tnemecalpsid  fo  a tniop  ni  eht  s ce t noi  llaw  ees(  giF . 3 01. ). fO  eht se moc p ,stneno  vt si  a negnat t lai  
tnemecalpsid  ni  t eh  yx lp a en  dna  si  nekat  ot  eb  pos eviti  ni  ht e id r ce t noi  fo  cni r gnisae  s; vn si  a on r lam  

i tnemecalpsid n ht e xy dna enalp  dna ;drawtuo evitisop si  w eW.tnemecalpsid laixa na si  evah  
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rugiF e ron dna ,laitnegnat ,laixA 01.3 m  tnemecalpsid fo stnenopmoc la ht ni tniop a fo e beam w .lla  

 
 
tI  si  elbissop  ot  evired  a elpmis  pxe r noisse  rof  eht  id r tce  niarts  εs ni  et r sm  fo  vt ,v ,n  s dna ,  eht  utavruc r 1e /r 
ni  eht  xy lp a en  eht fo  eb am llaw . ,revewoH  sa  ew  od  iuqer ton re εs ni  eht  tneuqesbus  ylana s ,si  ew  ,llahs  rof  
rb e m ,ytiv e ht etouq yler e e rpx e noiss  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

erugiF  11.3  eD t animre tion fo  raehs  st niar  γ ni  et r sm  of t negna t lai  dna  laixa  co pm o nen ts o  f  
di tnemecalps .  

ehT  raehs  niarts  γ si  dnuof  ni  t smre  fo  eht  nemecalpsid ts w  dna vt yb  gniredisnoc  eht  raehs  sid t fonoitro  na  
ele me  tn δs×δz ht fo e beam w lla  . orF m iF g. w ,11.3 e ht taht ees e hs e iarts ra n evig si n yb  
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ht ni ,ro e δ htob sa timil sand δz t dnet o ze or  

 
 
 
 
 
 
 
nI  idda t noi  ot  eht  snoitpmussa  deificeps  ni  eht  reilrae  trap  fo  siht  ces t ,noi  ew  rehtruf  emussa  taht  

ynagnirud  ,tnemecalpsid  eht  ahs pe fo  t eh  eb am ssorc  noitces  si  deniatniam  yb  a sys met  fo  olc s yle  
smgarhpaiddecaps  hcihw  era  digir  ni  rieht  nwo  enalp  b tu  are yltcefrep  elf x elbi  on r lam  ot  rieht  nwo  lp a en  

DRSC(  )noitpmussa . erehT  ,si  eht r ,erofe  on  er sis ecnat  ot  laixa  tnemecalpsid  w, dna  t eh  cr sso  
sevomnoitces  sa  a digir  ydob  ni  sti  nwo  alp ,en  eht  id s tnemecalp  fo  yna  tniop  gnieb  elpmoc t yle  sp deifice  

by art n oitals n  s u a dn  v oitator a dna n ζ (s .)21.3.giF ee  
 
 
 

tA  tsrif  thgis  siht  sraeppa  ot  eb  a rehtar  gnipeews  ssa u ,noitpm  tub  rof  ia r tfarc  serutcurts  fo  eht  llehsniht  
,epyt  esohw  ssorc  snoitces  era  deneffits  yb  sbir  ro  semarf  op s denoiti  ta  qerf u tne  ni t slavre  gnola  eht ir 

,shtgnel  ti  si  a osaer elban  noitamixorppa  rof  eht  lautca  roivaheb  fo  hcus  s ce t snoi . ehT  itnegnat al 
tnemecalpsid  vt fo  yna  tniop  N ni  eht  llaw  fo  ie t reh  nepo na  ro  olc s de  s noitce  beam si  nees  morf  F gi . 3. 21  

to eb  
 
 
 
 

rehw e lc e  ylra u, v a , nd ζ ra e oitcnuf n  s o  f z lno y (w m b ya e a  fo noitcnuf z and s). 
 

ehT  nigiro  O fo  t eh  sexa  ni  giF . 21.3  sah  neeb  ohc s ne  ,ylirartibra  dna  t eh  ax se  reffus  sid p tnemecal su, v, 
 dna ζ. ehT se sid p ,stnemecal  ni  a gnidaol  esac  hcus  sa  erup  ,noisrot  era  qe u tnelavi  ot  a up re noitator  tuoba  

(R tniop emos x ,R  y hw noitces ssorc eht ni )R ere ht si R e t fo retnec w  .tsi hT ere rof e iF ni , g. 3. ,21  
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erugiF  21.3  sE t nemhsilba t of d nemecalpsi t aler tio ihsn ps dna  isop t noi  of nec t re  fo  t siw t of eb am 
c ro nepo( l )deso  .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

RAEHS  FO  NEPO  OITCES N SMAEB  

ehT  nepo  s ce t noi  beam fo  yrartibra  ces t noi  nwohs  ni  giF . 31.3  stroppus  ehs ra  sdaol  Sx dna  Sy us ch 
erehttaht  si  on  t siw t gni  fo  eht  eb am ssorc  noitces . roF  siht  noitidnoc  ot  be ,dilav  eht  raehs  sdaol  tsum  

guorht ssaphtob ht sa nwonk noitces ssorc eht ni tniop ralucitrap a h e tnec raehs e .r  
 
 
 

ecniS  ereht  era  on  pooh  sesserts  ni  eht  eb a ,m  eht  raehs  swolf  dna  id r tce  sesserts  gnitca  no  na  fotnemele  
ht e beam r era llaw e b detal y  
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rugiF e S 31.3 he s nepo fo gnidaol ra e b noitc eam. 

∂My/∂z=Sx a , dn  so on—  siht e rpx e oiss n oceb m se  
 
 
 
 
 
 
 

f gnitutitsbuS o  r ∂ζz/∂z  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )6.3(  
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raehS  retneC  

eW  evah  denifed  t eh  p iso t noi  fo  t eh  raehs  nec t re  sa  taht  tniop  ni  t eh  ssorc  noitces  ht r hguo  hcihw  
olraehs a sd  ecudorp  on  t gnitsiw . tI  yam  be nwohs  by u es  fo  t eh  lacorpicer  oeht r me  taht  siht  p tnio  si  osla  

neceht t re  fo  t tsiw  fo  snoitces  detcejbus  ot  noisrot . ehT re ,era  ,revewoh  emos  tnatropmi  pecxe t snoi  to 
larenegsiht  elur . ,ylraelC  ni  eht  ma ytiroj  fo  lacitcarp  ,sesac  ti  is mi p isso b el  to eetnaraug  t tah  a raehs  

lliwdaol  tca  hguorht  eht  raehs  nec t re  fo  a noitces . yllauqE  tnerappa  si  eht  tcaf  taht  yna  raehs  daol  yam  
eb r neserpe t de  by eht  noitanibmoc  fo  eht  raehs  ol ad deilppa  t hguorh  t eh  raehs  nec t re  dna  a qrot u .e  

sessertsehT  rp decudo  yb  eht  etarapes  snoitca  fo  noisrot  dna  raehs  yam  neht  eb  dedda  by isoprepus t .noi  
,sitI  ofereht r ,e  yrassecen  ot  wonk  eht  noitacol  fo  t eh  raehs  nec t re  ni  lla  yt p se  fo  s noitce  ro  ot  aluclac te 

psti osi oit n. ehW re a ssorc  noitces  sah  na  sixa  fo  temmys r ,y  eht  raehs  nec t re  ,tsum  fo  ,esruoc  eil  no  
thi xas is. roF  oficurc rm ro  elgna  s ce t snoi  fo  eht  type s nwoh  ni  giF . ,41.3  eht  s raeh  nec t re  si  acol t de  ta  eht  

tni e ht fo noitcesr e cnis ,sedis e ht e re tni tnatlus e ht hguorht ssap lla sdaol raehs lanr ese iop n .st  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e hS 41.3 e tnec ra e pyt rof noitisop r e s nepo fo e b noitc eam wohs n. 
 
 
 

tsiwT  dna  aW rpi gn  fo  aehS r-Loaded Closed noitceS  eB a sm  

raehS  sdaol  hcihw  era  ton  deilppa  t orh u hg  eht  s raeh  nec t re  fo  a olc s de  s noitce  beam esuac  cr sso  ces t snoi  
ot  tsiwt  dna  w ;pra  ni  ot reh  ,sdrow  ni  noitidda  ot  ,noitator  yeht  effus r tuo  fo  p enal  laixa  sid p .stnemecal  

eseht rof snoisserpxE  seititnauq  ma ed eb y r et ni devi r  fo sm t wolf raehs eh  noitubirtsid  sq ollof sa ws  . niS ce 
q=η t dna  η =Gγ(s ee  C retpah  ,)1  neht  ew  nac  ex sserp  sq ni  ter sm  fo  t eh  gnipraw  dna  negnat t lai  

stnemecalpsid  w a dn  v ht ni tniop a fo t e beam qE gnisu yb llaw  . )6.61(  . Th ,su  
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or 
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nI  smelborp  gnivlovni  ylgnis  ro  ylbuod  lacirtemmys  ,snoitces  eht  nigiro  rof  s yam  eb  nekat  ot  
iwedicnioc th a tniop  fo  orez  gnipraw  hcihw  lliw  rucco  ehw re na  sixa  fo  s yrtemmy  dna  eht  wa ll  fo  t eh  

tninoitces e sr e tc . roF  nu s lacirtemmy  s ,snoitce  eht  nigiro  for s may eb  ohc s ne  ylirartibra . T eh  ser u gnitl  
rof emas eht yltcaxe evah lliw noitubirtsidgnipraw m yllaixa decalpsid eb lliw tub noitubirtsid lautca eht sa  

ehtyb  nwonknu  gnipraw  tnemecalpsid  ta  eht  nigiro  rof  s. sihT  eulav  yam  eb  dnuof  yb  gnirrefer  ot  
eht noisrot  fo  desolc  noitces  eb a sm  tcejbus  ot  laixa  tniartsnoc . nI  eht  sisylana  fo  hcus  eb a ,sm  ti  si  

tahtdemussa  eht  tcerid  sserts  noitubirtsid  s te  pu  yb  eht  tniartsnoc  si  id r ce t yl  lanoitroporp  ot  t eh  eerf  
w nipra g o htf e noitces —tha ,si t  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
T SRO I NO  OF EB AMS 

ROT S NOI  FO  DESOLC  NOITCES  AEB MS 

A desolc  noitces  eb am detcejbus  ot  a erup  euqrot  T sa  nwohs  ni  giF . 51.31  seod  ,ton  ni  eht  ecnesba  fo  
laixana  ,tniartsnoc  poleved  a id r tce  sserts  sys t me . tI  swollof  taht  eht  irbiliuqe um snoitidnoc  der ecu  to 

∂q/∂s  dna 0= ∂q/∂z=0 r , e levitceps y. esehT  spihsnoitaler  may ylno  eb  uoenatlumisdeifsitas s yl  yb  a tnatsnoc  
eulav  fo  q. eW  ded u ,ec  eht r ofe r ,e  taht  eht  noitacilppa  fo  a erup  ot rque ot  olca s de  s ce t noi  beam r se u stl  ni  

eht  tnempoleved  fo  a tnatsnoc  raehs  lf wo  ni  eht  beam llaw . woH e ,rev  eht s raeh  sserts  η yam  yrav  dnuora  
eht  ssorc  ,noitces  ecnis  ew  wolla  eht  llaw  ssenkciht  t ot  eb  a fonoitcnuf  s. ehT  pihsnoitaler  eb t neew  t  eh  

deilppa  euqrot  dna  siht  tnatsnoc  raehs  wolf  si  ylpmis  devired  gniredisnocyb  eht  isrot lano  muirbiliuqe  fo  
ht e se wohs noitc n in iF g. 31 . 61 . hT e uqrot e ecudorp d by eht  
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esolc a fo noisroT 51.3 erugiF d aeb noitces m. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

61.3 erugiF  aeb noitces desolc a ni noitubirtsid wolf raehs eht fo noitanimreteD .noisrot ot detcejbus m  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )7.3  
 

ht taht etoN e ht fo O nigiro e xa e giF ni s .  61.3 m b ya e distuo ro ni denoitisop e ht e oitces ssorc n fo  
 

eb eht a eht ecnis ,m  tnemom  eht fo  ni t swolf raehs lanre   esohw( r tnatluse  s eht si )euqrot erup a si a tuobaem  
yna  tniop  ni  rieht  enalp . roF  na  nigiro  edistuo  eht  ssorc  ,noitces  eht  et rm 7 pds lliw  evlovni  ammuseht t  noi  

dna evitisop fo  .saera evitagen  eted si aera na fo ngis ehT r  yb denim t  eh s ngi  fo  p, hcihw  ti s aicossa sifle t  de  
htiw  eht  ngis  nevnoc t noi  rof  qrot ue sa  f swollo . fI  eht  tnemevom  fo  eht  toof  fo  p gnola  tnegnateht  ta  a  yn  
tniop  ni  eht  op s eviti  noitcerid  fo  s el a sd  ot  na  na t iwkcolci se r noitato  fo  p tuoba  eht  fonigiro  ax se , p is 
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posi vit e. ehT  op s eviti  noitcerid  fo  s si  ni  eht  p iso t evi  cerid t noi  fo  q, hcihw  si  iwkcolcitna se 
gnidnopserroc(  ot  a evitisop  )euqrot . ,suhT  ni  giF . 71.3  a otareneg r ,AO  gnitator  tuoba  ,O  iw ll 

peewsyllaitini  tuo  a evitagen  ,aera  ecnis  pA si  evitagen . tA  ,B  evewoh r, pB si  evitisop  os  taht  eht  aera  
tpews  tuo by eht  rotareneg  sah  degnahc  s ngi  ta(  eht  tniop  ehw re eht  tnegnat  sessap  hguorht  O dna  p 0= ). 

evitisoP a dn  agen t evi  saera  lecnac  hcae  rehto  tuo  sa  yeht  ,palrevo  os  sa  eht  rotareneg  sevom  elpmoc tely 
dnuora t eh  s ,noitce  gnitrats  dna  r gninrute  ot  ,A  sa ,y  eht  tnatluser  aera  si  taht  olcne s de  by t eh  eliforp  fo  the 

beam. 
 

ehT  oeht ry fo  eht  t noisro  fo  olc s de  s ce t noi  eb a sm  si  onk wn sa  eht  tderB – ohtaB  t yroeh , dna  qE . 7.3( )is 
fer netfo e ht sa ot derr e rB e td – f ohtaB o alumr . 

 
 
 

calpsiD eme stn  sA s taico ed iw th t eh  rB edt–B ohta  S raeh  Fl wo  

italer ehT b pihsno e eewt n q hs dna e  niarts ra γ e  ,dehsilbats nam le y, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e ws rof noitnevnoc ngiS 71.3 e ra tp e .sa  

 
 

rehw ,esac noisrot erup eht rof dilav si e q oc si n ats nt. ffiD e  siht gnitaitner e rpx e r htiw noiss e  ot tceps z, 
 
we evah  
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neH ce, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
tI  swollof  th ta  ζ= Az+B, u = Cz+D, v = Ez+F, where ,A  ,B  C, D, E, and F are unkn wo n oc n T.stnats h ,su  ζ, u, dna  v  

itcnuf raenil lla era o  fo sn z.  
 
 
 

oitauqE n, r itale ng the r eta  fo  t tsiw  ot  the av r elbai  sh ae r wolf  qs depoleved  in a sh rae  dedaol  desolc  tces ion eb am, is 
t rof dilav osla h  esac e qs= q c = o tnatsn . H cne e  ,  
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NOISROT  OF OP NE  SEC IT ON EB AMS 

 
 

nA  amixorppa te noitulos  rof  eht  noisrot  fo  a niht -wa dell  nepo  s noitce  beam may be of u dn  by gniylppa t eh  
stluser  ,deniatbo  rof  eht  noisrot  fo  a niht  ralugnatcer  .pirts  fI  hcus  a pirts  si  tneb  ot  of rm na  nepo  noitces  

eb a ,m  sa  nwohs  ni  giF . 81.3  ,)a(  dna  fi  eht  ecnatsid  s usaem r de  dnuora  t eh  ssorc s ce t noi  si  egral  derapmoc  
htiw  sti  ssenkciht  t, neht  t eh  noc t sruo  fo  eht  bmem ar en — taht  ,si  eht  enil s fo  ehs ra  ts r se s— era  llits  

yletamixorppa  lellarap  ot  eht  renni  dna  uo t re  seiradnuob . tI  swollof  taht  eht s raeh  senil  ni  na  tnemele  δsof 
eht  nepo  s noitce  tsum  eb  ylraen  eht  sa em  sa  oht se ni  na  tnemele  δy fo  a gnatcer u al r ts rip sa  tsnomed r deta  

ni  giF . 81.3  .)b(  )snoitauqE  yam  erofereht  eb  deilppa  ot  eht  nepo  eb am tub  htiw  decuder  .ycarucca  
Refe nirr g to Fig. w ,)b( 81.3 e sbo e vr e b taht e semoc  
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81.3 erugiF  ehS )a( niht a ni senil ra - raehs latnemele fo noitamixorppa )b( ;noisrot ot detcejbus maeb noitces nepo dellaw  
 

lugnatcer niht a ni esoht ot senil a  r s .pirt  

 
 
 
 
 

ehT  raehs  sserts  noitubirtsid  dna  eht  mumixam  raehs  sserts  era  semitemos  om re yltneinevnoc  pxe r se s nide  
term ht fo s e t deilppa orque. d rof gnitutitsbus ,eroferehT ζ/dzin Eq .s  
 
 
 
 
 
 
 
 

eW  emussa  ni  nepo  eb am noisrot  sisylana  taht  eht  ssorc  noitces  si  deniatniam  yb  eht  metsys  fo  ylesolc  
decaps  smgarhpaid  ed s irc b de  ni  S ce t noi  1.61  dna  ht at eht  beam si  fo  u in form s ce t noi . ,ylraelC  ni  siht  

,melborp  t eh  raehs  sesserts  yrav  ssorca  eht  ssenkciht  fo  t eh  beam ,llaw  ehw r sae  rehto  ts r se s ,se  hcus  sa  
ht ssorca tnatsnoc demussa era sesserts tniartsnoc laixa e .ssenkciht  

 
 
 

o gnipraW f tceS ssorC eht i  no  

A niht - dellaw  nepo  tces noi  eb am sreffus  gnipraw  ssorca  sti  ssenkciht  nehw  cejbus t de  ot  noisrot . This 
,gnipraw  wt  , m b ya e oc yb decuded m iF gnirap g.  81.3 ( .)b  
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nkciht eht ssorca gnipraw ot noitidda nI e ht ,ss e ht fo noitces ssorc e beam  ralimis a ni praw lliw ma nn er 
 

oitces desolc a fo taht ot n beam. 
 
 
 
 
 
 
 
Re ht gnirref e emecalpsid laitnegnat n  t v w ,noitces ssorc eht fo R tsiwt fo retnec eht ot t e evah  

 
 
 
 
 

f gnitutitsbuS o  r ∂v /t  ∂ z 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 noitces eht fo enildim eht nO w  lla η sz = 0 
 
 
 
 
 
 
 

e siht gnitargetnI  ot tcepser htiw noisserpx s ht gnikat dna e wol e dicnioc ot noitargetni fo timil r e w hti  
 
ht e z fo tniop e w ,gnipraw or e niatbo  
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morF  sqE . ti  nac  be s nee  taht  owt  yt p se  fo  gnipraw  tsixe  ni  na  op ne  s ce t noi  beam. noitauqE  sevig  t eh  
gnipraw  fo  eht  enildim  fo  eht  eb a ;m  siht  si  nwonk  sa  yramirp  gnipraw  dna  si  demussa  ot  eb  tnatsnoc  

ssorca  eht  llaw  ssenkciht . noitauqE  sevig  t eh  gnipraw  fo  t eh  beam ssorca  sti  llaw  ssenkciht . sihT  si  dellac  
yradnoces  gnipraw , si  ev ry mu hc  ssel  naht  yramirp  gnipraw , dna  si  yllausu  ongi r de  ni  eht  niht - dellaw  

 tfarcria ot nommoc snoitces s rutcurt es.  noitauqE m b ya e er w ht ni nettir e mrof  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ni  wh hci  ht si e ra e ws a e neg a yb tuo tp e ht tuoba gnitator ,rotar e tnec e fo r  

 
 
 

,tsiwt  morf  eht  tniop  fo  orez  ,gnipraw  sa  s nwoh  ni  erugif  .91.3  ehT  ngis  fo  ws, rof  a nevig  noitcerid  fo  
,euqrot  sdneped  no  eht  ngis  fo  A ,R  hcihw  ni  nrut  ed p sdne  no  eht  ngis  fo  p ,R  eht  cidneprep u ral   ecnatsid  

morf  eht  retnec  fo  tsiwt  ot  eht  tnegnat  ta  yna  tniop . ,niagA  sa  rof  desolc  noitces  eb a ,sm  eht  ngis  fo  pR 
sdneped  no  eht  demussa  id r noitce  fo  a evitisop  ,euqrot  ni  siht  esac  esiwkcolcitna . ehT r ofe r ,e  pR dna(  
erofereht  A si)R  evitisop  fi  tnemevom  fo  eht  toof  fo  pR gnola  eht  tnegnat  ni  eht  demussa  id r ce t noi  fo  s 

sdael  ot  itnana - iwkcolc se noitator  of pR tuoba  eht  retnec  fo  tsiwt . oN te taht  rof  op ne  s ce t noi  eb a sm  the 
noitceridevitisop  fo  s may eb  nesohc  ,ylirartibra  ,ecnis  rof  a nevig  ,euqrot  eht  ngis  fo  eht  gnipraw  

sdneped tnemecalpsid  ylno  aera tpews eht fo ngis eht no  AR. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 erugiF  81.3 W s nepo na fo gnipra e b noitc eam. 
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TINU - VI  

DI LARUTCURTS EAL AZI T NOI  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

egaP  |  701



STRUCTURAL IDEA IL AZ IT NO  

oS  raf  ew  evah  neeb  denrecnoc  iw th ylevitaler  detacilpmocnu  larutcurts  snoitces  hcihw  ni  ecitcarp  w  dluo  
eb  of r dem  morf  niht  etalp  ro  yb  eht  noisurtxe  ssecorp . elihW  eseht  ces t snoi  ex tsi  sa  larutcurts  srebmem   ni  

rieht  nwo  ,thgir  yeht  era  qerf u ne t yl  us ,de  ot  neffits  om re xelpmoc  utcurts r la  sepahs  hcus  sa  segalesuf ,  
secafrus liat dna ,sgniw . T owt a ,suh - aps r  gniw s noitce  oc u  ekat dl t of eh r  m s ni nwoh  giF . ni ,1.4   hcihw Z- 

noitces  sregnirts  era  desu  ot  neffits  t eh  t nih  s nik  elihw  elgna  s ce t snoi  of rm eht  raps  segnalf . ,ylraelC   eht  
sisylana  fo  a noitces  fo  siht  yt pe ow u dl  eb  acilpmoc t de  dna  uoidet s sselnu  emos  mis p gniyfil  noitpmussa s  

 era m da e. ,yllareneG  eht  rebmun  dna  erutan  fo  eht se gniyfilpmis  snoitpmussa  ed ter enim  t eh  ycarucca   dna  
eht  ged r ee  fo  ytixelpmoc  fo  eht  ;sisylana  eht  om re xelpmoc  eht  ,sisylana  eht  aerg t re  eht   ycarucca  

o eniatb d. ehT  ged r ee  fo  noitacifilpmis  decudortni  si  denrevog  by eht  rap t raluci  noitautis  gnidnuorrus  th  e  
rp o lb em. F ro  a yranimilerp  sevni t ,noitagi  sp dee  dna  yticilpmis  era  fo t ne  fo  gr retae  mi p ecnatro  ht a  n  

e mertx e ht no ;ycarucca e hto e b tsum noitulos lanif a ,dnah r e  sa e ucric sa tcax m olla secnats w.  

 
xelpmoC  larutcurts  snoitces  yam  eb  dezilaedi  otni  relpmis  

 

lacinahcem―  ledom ǁ smrof  hcihw  
,evaheb  u redn  nevig  ol a gnid  ,snoitidnoc  ni  eht  ,emas  or ev ry ylraen  eht  sa ,em  yaw  sa  eht  lautca  .erutcurts  

ra erutcurts emas eht fo sledom tnereffid taht ,revewoh ,ees llahs eW e is ot deriuqer m talu e b lautca e roivah  
dnu e ffid r e etsys tner m  s o l f o nida g.  

 
PRI CN IP EL  

 
nI  t eh  gniw  s ce t noi  fo  giF . ,1.4  eht  sregnirts  dna  raps  segnalf  evah  sma ll  sorc s-s ce t lanoi  nemid s snoi  

ht htiw derapmoc e oc m lp ete se noitc . sorc eht revo sserts ni noitairav eht ,eroferehT s egnirts a fo noitces r  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.4 erugiF  noitces gniw lacipyT .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e dI 2.4 e  a fo noitazila w ni g oitces n. 
 
 

eud  ,ot  ,yas  gnidneb  fo  eht  gniw  dluow  eb  s llam . ehtruF r om r ,e  eht  effid r ecne  neewteb  eht  secnatsid  fo  eht  
regnirts  sdiortnec  dna  eht  tnecajda  niks  morf  eht  iw gn  noitces  sixa  si  llams . tI  dluow  eb  elbanosaer  to 
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,emussa  eht r ,erofe  taht  eht  id r tce  sserts  si  c tnatsno  revo  eht  regnirts  ssorc  s ce t snoi . eW  dluoc  eht r ofe r  e  
ecalper  eht  sregnirts  dna  raps  segnalf  yb  snoitartnecnoc  fo  ,aera  nwonk  sa  moob s, vo re  hcihw  eht  id r  tce  

sserts  si  tnatsnoc  dna  hcihw  era  detacol  gnola  eht  enildim  fo  eht  ,niks  sa  nwohs  ni  giF . 4. .2  nI  gniw  dna  
egalesuf  snoitces  fo  eht  epyt  nwohs  ni  giF . ,1.4  eht  sregnirts  dna  raps  segnalf  yrrac  tsom  fo  eht  id r ce t  
,sesserts  elihw  eht  iks n si  ma ylni  evitceffe  ni  er s gnitsi  raehs  serts s ,se  ohtla u hg  ti  osla  seirrac  emos  fo  t  eh  
rts tcerid e ss es  . ehT  edi a noitazil  nwohs  ni  giF . 2.4  yam  eht r erofe  be nekat  egats a  rehtruf  yb  gnimussa   taht  

lla  id r tce  sesserts  era  deirrac  by eht  ,smoob  elihw  eht  ks ni  si  fe f ce t evi  ylno  ni  raehs . T eh  id r tce  ts r se s- 
gniyrrac  yticapac  fo  eht  s nik  may eb  dewolla  rof  yb  cni r gnisae  ae ch b moo  aera  yb  na  aera  qe u vi a tnel   ot  

eht  tcerid  sserts - gniyrrac  yticapac  fo  eht  tnecajda  niks  slenap . ehT  noitaluclac  fo  eseht  tnelaviuqe  a  saer  
lliw  yllareneg  dneped  no  na  laitini  noitpmussa  sa  ot  eht  of rm fo  eht  noitubirtsid  fo  id r tce  sserts  ni   a  

oob m iks/ n ap n le .  

 
 

LAEDI I NOITAZ  OF A PAN LE  
 

esoppuS  t tah  ew  hsiw  to edi a ezil  eht  lenap  fo  giF . )a(3.4  otni  a moc b noitani  fo  tcerid  serts s- iyrrac gn  
smoob  dna  s aeh r- sserts - ylno - gniyrrac  s ,nik  sa  nwohs  ni  giF . 4.3 )b( . nI  giF . ,)a(3.4  eht  id r ce t  

nkciht gniyrracsserts e  ss t  eht fo D s si nik   lauqe to ssenkciht lautca sti  t giF ni elihw , . 4. )b(3 , tD=0. oppuS se 
osla  taht  eht  tcerid  sserts  noitubirtsid  ni  eht  lautca  lenap  seirav  ylraenil  morf  na  nwonknu  lav ue ζ1 ot  an 

nwonknu  eulav  ζ2. ylraelC  eht  sisylana  dluohs  tciderp  eht  semertxe  fo  sserts  ζ1 dna  ζ2, hguohtla  eht  
noitubirtsid  fo  id r tce  sserts  si  ob uoiv s yl  tsol . ecniS  eht  gnidaol  dorp u gnic  t eh  tcerid  rts se s se  ni  eht  utca a  l  

dna  edi a dezil  slenap  tsum  eb  eht  sa ,em  ew  nac  etauqe  stnemom  ot  niatbo  pxe r snoisse  rof  eht  b moo  saera  
B1 a dn  B2. thgir eht tuoba stnemom gnikat ,suhT - fo egde dnah   ,lenap hcae  

 
 
 
 
 
 
 
 

4( .1)  

 
 
 

(4 )2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e dI 2.4 e zila  a fo noita p na el. 
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E FF TCE  OF DI E ILA ZA IT ON ON THE ANAL SISY  OF OP NE  AND CLOSED 
ES C NOIT  B AE MS 

 
esoppuS  t tah  na  op ne  ro  olc s de  s ce t noi  eb am is detcejbus  to nevig  b gnidne  ro  raehs  sdaol  dna  taht  eht  

iuqer r de  noitazilaedi  sah  neeb  detelpmoc . ehT  ana sisyl  fo  hcus  s ce t snoi  yllausu  sevlovni  the 
eted r noitanim  fo  t eh  lartuen  sixa  noitisop  dna  eht  noitaluclac  fo  s ce t lanoi  seitreporp . ehT  noitisop  fo  t eh  

ht ,orez si noitces ssorc maeb eht no daol tnatluser eht taht noitidnoc eht morf devired si sixa lartuen si ta ,  
 
 
 
 
 
T eh  aera  A ni  t sih  pxe r noisse  si  ylraelc  t eh  tcerid  ts r se s- gniyrrac  aera . tI  swollof  taht  eht  diortnec  fo  the 

ssorc  noitces  si  eht  diortnec  fo  eht  id r tce  sserts - gniyrrac  aera  fo  eht  ,noitces  ed p gnidne  no  eht  eerged  and 
dohtem  fo  noitazilaedi . ehT  lanoitces  ,seitreporp  xxI , dna  os  ,no  tsum  osla  refer  ot  eht  id r tce  serts s- 

aera gniyrrac .  

 
dneB i gn  fo  pO en a dn  Cl so ed tceS i no  eB a sm  

 
nI  id r tce  sserts  ,noitubirtsid  eht  setanidrooc  ,x(  )y  fo  stniop  ni  eht  ssorc  noitces  era  derrefer  ot  sexa   gnivah  
ht rie  nigiro  ta  eht  diortnec  fo  eht  id r tce  serts s- gniyrrac  aera . ,eromrehtruF  eht  noitces  seitreporp  I xx , I yy , 

I dna yx  detaluclac era  rof  eht  id r tce  sserts - gniyrrac  ylno aera . nI  eht  ac se ehw re eht  eb am ssorc  ces t noi   sah  
neeb  moc p el t yle  edi a dezil  ni to id r ce t serts s- gniyrrac  smoob  dna  s aeh r- sserts - ylno - gniyrrac  ,slenap  the 

sserts tcerid fo seires a fo stsisnoc noitubirtsid sserts tcerid e ht ta detartnecnoc s e ht fo sdiortnec e smoob .  

 
raehS  fo  nepO  tceS i no  eB a sm  

 
ehT  noitavired  fo  qE . )6.3(  rof  eht  raehs  wolf  noitubirtsid  ni  eht  cr sso  ces t noi  fo  na  op ne  noitces  beam is  

desab  no  eht  muirbiliuqe  noitauqe . T eh  ssenkciht  t ni  siht  noitauqe  srefer  ot  eht  id r tce  serts s- gniyrrac  
th nkci e t ss D o ht f e iks n  . ofereht yam )6.3( noitauqE r  sa nettirwer eb e  

 
 
 
 

4( . )3  
 
ni  hw hci  t  D = t fi  eht  niks  si  ylluf  ceffe t evi  ni  gniyrrac  tcerid  sserts   ro t  D = 0 fi  eht  niks  si  demussa  ot   yrrac  

ylno  raehs  sesserts . niagA  t eh  s noitce  orp p seitre  ni  qE . )3.4(  refer  ot  eht  id r tce  serts s- gniyrrac  aera  fo  th  e  
oitces n  ,  

 
noitauqE  )3.4(  sekam  no noisivorp  rof  eht  stceffe  fo  ,smoob  hcihw  esuac  seitiunitnocsid  ni  eht  niks  dna  

eht r erofe  ni t tpurre  eht  raehs  wolf . redisnoC  eht  qe u muirbili  fo  t eh  r ht  moob  ni  t eh  latnemele  gnel th fo  
beam i nwohs n iF g. irrac hcihw )a(3.4 e hs s e S sdaol ra x S dna y nitca g thro hs sti hgu e ec ra nte  .S r  
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ugiF re 3.4  )a(  latnemelE  gnel th fo  s raeh  dedaol  op ne  s noitce  beam htiw  b ;smoo  )b(  qe u irbili um fo  ob om 
le eme tn .  

ehT se raehs  sdaol  ecudorp  tcerid  serts s se  eud  ot  gnidneb  ni  eht  smoob  dna  niks  dna  raehs  sesserts  ni   eht  
skin. esoppuS  taht  eht  raehs  swolf  ni  eht  niks  necajda t ot  eht  r ht  moob  fo  ssorc - ces t lanoi  aera  rB  ra e q1 
a dn  q2  . orf ,nehT m iF g. .4 3  ,)b(  
 
 
 
 

ifilpmis hcihw e ot s  
 
 
 

)4.4(  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4( . )5  
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noitauqE  )5.4(  vig se  eht  egnahc  ni  s raeh  wolf  decudni  yb  a moob  hcihw  ti s fle  si  cejbus t de  ot  a id r tce  daol  
(ζzBr). hcaE  emit  a moob  si  ocne unt ,dere  eht  s raeh  wolf  si  nemercni t de  by siht  oma u tn  os  taht  ,fi  ta  yna  

cnatsid e s eliforp eht dnuora   eht fo s ,noitce  n h smoob a  ev b ee sap n s  eht ta wolf raehs eht ,de p tnio  si  nevig  
yb   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6.4( )  
 
 

raehS  gnidaoL  fo  Cl so ed tceS i no  eB a sm  

 lacitnedi stnemugrA t fo raehs eht ni esoht o  op  ne s ce t  noi bea  ni ylppa sm t sih  esac . T  eht ,suh s aeh  r  wolf at 
yna  tniop  dnuora  eht  ssorc  s noitce  fo  a olc s de  s ce t noi  eb am gnisirpmoc  smoob  dna  s nik  fo  id r tce  serts s- 

nkciht gniyrrac e  ss tD is  

 
 
 
 
 
 
 
 

(  )7.4  
Note th ht ta e zero value of ht e 

 

sab― icǁ o

 

― r open s ce oit nǁ hs e  ra flow ht ta e 

 

―c tu ǁ in s a kin fo  r which tD = 0 
e tx end  s f or m ht e 

 

―c tu ǁ to ht e adj ca en oob t ms.  
 

NOITCELFED  FO  NEPO  DNA  DESOLC  S NOITCE  SMAEB  

 
,gnidneB  ,raehs  dna  lanoisrot  snoitcelfed  fo  niht -wa dell  eb a sm  era  ylidaer  deniatbo  by noitacilppa  fo  eht  

aol tinu d me oht d. hT e evig a ni tnemecalpsid n rid e oitc n due to to oisr n evig si n di ltcer y by  ,  

 
 
 

8.4( )  
hw ere J d ,tnatsnoc noisrot eht , e ht no sdnep e aeb fo epyt m dnu e disnoc r e .noitar  

 
snoisserpxE  rof  eht  b gnidne  dna  s raeh  nemecalpsid st  fo  lacirtemmysnu  niht -wa dell  bea sm  may osla  b  e  

denimreted  yb  eht  tinu  daol  dohtem . yehT  era  moc p xel  rof  eht  lareneg  esac  dna  era  tsom  ylisae  devired  
morf  tsrif  selpicnirp  yb  gniredisnoc  eht  yratnemelpmoc  ygrene  fo  eht  citsale  ydob  ni  et r sm  fo  serts s se   dna  

sniarts  rehtar  naht  sdaol  dna  stnemecalpsid . eW  devresbo  t tah  eht  oeht r me  fo  t eh  elpicnirp  fo  t  eh  
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yranoitats  eulav  fo  eht  t lato  moc p yratnemel  ene r yg  fo  na  citsale  s metsy  si  qe u tnelavi  ot  t eh  noitacilppa   fo  
eht  elpicnirp  fo  lautriv  krow  ehw re lautriv  secrof  tca  hguorht  r lae  sid p stnemecal . eW  may eht r ofe r  e  

yficeps  t tah  ni  ruo  serpxe s noi  rof  latot  moc p yratnemel  ene r ,yg  eht  stnemecalpsid  era  eht  tca ual 
stnemecalpsid  decudorp  by eht  deilppa  ol a ,sd  elihw  eht  lautriv  ecrof  s metsy  si  eht  u tin  l dao . iredisnoC n  g  

snoitcelfed  eud  ot  ,gnidneb  eht  tnemercni  ni  latot  yratnemelpmoc  ene r yg  due ot  eht  noitacilppa  fo   a  
aol tinu lautriv d  si  

 
 
 
 
 
 

ehw re ζz 1,  si  eht  tcerid  gnidneb  yna ta sserts  tniop  ni  eht  eb am noitces ssorc  gnidnopserroc  ot  eht  tinu  ol a  d  
dna  εz 0,  si  eht  niarts  ta  eht  p tnio  decudorp  by t eh  lautca  gnidaol  s sy t me . uF r eht ,r  ∆M si  eht  utca al 

tnemecalpsid  due to gnidneb  ta  eht  p tnio  fo  noitacilppa  dna  ni  eht  noitcerid  fo  eht  u tin  daol . ecniS  th  e  
etsys m uirbiliuqe ni si m t fo noitca eht rednu voba eht ,daol tinu eh e e rpx e  noiss m  tsu e z lauq e or  . ecneH ,  

 
 
 
 
 

4( . )9  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ehw re eht  iffus x se  1 dna  0 refer  ot  eht  tinu  dna  lautca  gnidaol  sys t ,sme  dna  x, y era  eht  ooc r anid t se  fo   yna  
ht ni tniop e r noitces ssorc efe iortnec a ot derr d etsys la m xa fo es. S sbu titut gni  of r ζz 1,  na d εz 0,  in Eq.  )9.4(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4( . )01  
 
 
 
 

htie gnivah noitces a roF e  r  x  ro y  sixa na sa sixa o mys f m rte y  , I yx a ,0 = nd Eq. r )01.4( ed ot secu  
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(4 11. )  
ehT  noitavired  fo  na  noisserpxe  rof  eht  raehs  noitcelfed  fo  iht n- dellaw  snoitces  yb  eht  tinu  ol ad dohtem  si  

deveihca  ni  ralimis a  rennam . nirapmoc yB g Eq. ew ,)9.4(  ecuded  taht  eht  noitcelfed  ∆S, eud  ot  raehs  fo  a 
niht - aeb noitces desolc ro nepo dellaw m nkciht fo e  ss t evig si , n  yb  

 
 
 
 

.4( 12)  
erehw  η1  si t  eh s rtibra na ta sserts raeh ary tniop  s  eht dnuora s ce t dorp noi u  dec b tinu a y  ta deilppa daol  the 
tniop  dna  ni  eht  id r noitce  ∆S, a dn  γ0 si  eht  s raeh  niarts  ta  eht  yrartibra  tniop  oc rr se p gnidno  to eht  a lautc  

gnidaol  metsys . ehT  largetni  ni  sesehtnerap  si  nekat  revo  lla  eht  sllaw  fo  ht e eb am. nI  ,tcaf  htob  eht  
deilppa  dna  tinu  raehs  sdaol  tsum  tca  hguorht  eht  raehs  retnec  fo  eht  ssorc  tces i ;no  ot iwreh se idda t lanoi  

lanoisrot  stnemecalpsid  rucco . ehW re raehs  sdaol  tca  ta  rehto  ,stniop  eseht  tsum  eb  decalper  yb  raehs  
sdaol  ta  eht  s raeh  nec ter sulp  a euqrot . ehT  t ssenkcih  t si  eht  lautca  niks  ssenkciht  dna  may yrav  dnuora  

ht fo htgnel eht gnola tnatsnoc eb ot demussa si tub noitces ssorc eht e beam. eR w nitir g Eq  . t ni )21.4( erms 
hs fo e olf ra w  s q1 a dn  q0 w , e o atb i  n  

 
 
 
 

(4 )31.  
 

ehw re niaga  ht e sexiffus  refer  ot  eht  dna lautca  tinu  gnidaol  s sy t sme . nI  eht  ac s se  fo  ob th op ne  dna  olc s  de  
noitces  eb a ,sm  eht  lareneg  pxe r snoisse  rof  raehs  wolf  era  gnol  dna  era  tseb  detaulave  ofeb re  gnitutitsbus  

in Eq. .)31.4(  oob gnisirpmoc maeb noitces nepo na roF id fo sllaw dna sm r serts tce s-  ssenkciht gniyrrac tD, 
we vah e orf , m Eq.  ,)6.4(  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4 )41.  
 
and 
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.4( 1 )5  
 
 

 ralimiS e ra snoisserpx e s desolc a rof deniatbo e aeb noitc m orf m Eq. 7.4( ). 
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Wi gn  S ap rs a dn  B xo  eB sma  

nI  tinU  ,3  ew  ilbatse s deh  eht  cisab  oeht ry rof  eht  ylana s si  fo  op ne  dna  olc s de  s ce t inoi n- dellaw  bea sm  
detcejbus  ot  gnidneb , ,raehs  dna  lanoisrot  sdaol . nI  ,noitidda  ni  tinU  ,4  ew  wohwas  xelpmoc  regnirts  

deneffits  ces t snoi  dluoc  eb  edi a dezil  ni to snoitces  erom  a elbanem  ot  llahseW.sisisylana  won  xe t dne  siht  
oc tfarcria lautca ot sisylana m tpahc siht ni ,gnidulcni ,stnenop e niw ,r a sraps g dn b xob eam .s  

 
tfarcriA  larutcurts  stnenopmoc  ,era  ,xelpmoc  gnitsisnoc  yllausu  fo  steehsniht  fo  latem  deneffits  yb  

gnirts fo stnemegnarra e sr . tnadnuder ylhgih era serutcurts esehT  dna  iuqer r emose  eerged  fo  noitacifilpmis  
ro  edi a noitazil  ofeb re yeht  nac  eb  dezylana . ehT  sisylana  neserp t de  eh r sie  erofereht  amixorppa t ,e  dna  eht  
ged r ee  fo  ycarucca  deniatbo  sdneped  no  t eh  nu rebm  fo  s snoitpmussagniyfilpmi  ma .ed  A rehtruf  

noitacilpmoc  sesira  ni  taht  srotcaf  hcus  sa  gnipraw  ,tniartser  dnalarutcurts  gnidaol  nocsid t ni uit ,sei  dna  
raehs  gal  nacifingis t yl  tceffa  eht  sisylana . ,yllareneG  a hgih  ged r ee  ycaruccafo  nac  ylno  eb  deniatbo  yb  
gnisu  upmoc t re - desab  t seuqinhce  hcus  sa  eht  inif te tnemele  em t doh . evewoH r, eht  elpmis r, quic ek r, a dn  

repaehc  etamixorppa  em t sdoh  can eb  desu  t egatnavdao  ni  eht  pr yranimile  segats  fo  ed s ngi  nehw  s lareve  
elbissop  larutcurts  sevitanretla  era  sevnignieb t detagi ; yeht  also edivorp  na  ni s thgi  otni  eht  p yh s laci  

oc hcihw serutcurts fo roivaheb m retup - uqinhcetdesab e .ton od s  
 

rojaM  tfarcria  ts larutcur  stnenopmoc  hcus  sa  sgniw  dna  uf s le a seg  era  yllausu  epat r de  gnola  gnelrieht t sh  
rof  retaerg  larutcurts  ycneiciffe . ,suhT  gniw  snoitces  era  decuder  ob th iwdrohc se dna  ni  ped t gnolah  the 

gniw  naps  drawot  eht  pit  dna  egalesuf  snoitces  tfa  fo  eht  gnessap re  nibac  ot repat  edivorp  a erom  tneiciffe  
ae anydor m pahs larutcurts dna ci e. 
 

ehT  sisylana  fo  nepo  dna  desolc  noitces  eb a sm  erp s ne t de  ni  tinU  3 semussa  taht  eht beam s snoitce   era  
rofinu m. ehT  tceffe  fo  repat  no  eht  pr noitcide  fo  tcerid  sesserts  decudorp  by b signidne  minim al fi  the 

s si repat m ht dna lla e se itreporp noitc e ra s e ht ta detaluclac e disnocgnieb noitces ralucitrap e er d E ; q oitau ns 
may eht r ofe re eb  desu  htiw  r elbanosae  ycarucca . nO  eht  ehto r ,dnah  eht  ca cl u noital  fo  s raeh  serts s se  ni  

aeb m we b nac sb e ffa yltnacifingis e pat yb detc e .r  
 
 
 

NIW DEREPAT G SP RA  

noC s redi  tsrif  eht  mis p el  ac se fo  a eb am— rof  ex ma p ,el  a gniw  ps ar— denoitisop  ni  t eh  yzplane 
irpmocdna s gni  t ow  segnalf  dna  a ;bew  na  latnemele  gnel th δz fo  eht  beam si  s nwoh  ni  giF . 5.1. A ehtt  

oitces n z  tnemom gnidneb evitisop a ot detcejbus si maeb eht , Mx vitisop a dna e hs e crof ra e Sy. 
 

ehT  gnidneb  tnemom  stnatluser  Pz 1,  a dn  Pz 2,  era  lellarap  ot  eht  z sixa  fo  eht  eb am. roF  a maeb  hcihwni  th  e  
ra segnalf  demussa e t eht lla tsiser o  ,sesserts tcerid  Pz,1=Mx/h dna  Pz,2  = -Mx/h. si bew eht erehwesac eht nI  

ylluf eb ot demussa  evitceffe  siser ni t id gni r  ,sserts tce Pz,1 na d Pz 2,  d era ete yb denimr m ht gniylpitlu e tcerid  
sesserts  ζz,1 dna  ζz 2,  dnuof  yb  eht  lf a egn  a saer  B1and B2. Pz 1,  dna  Pz 2,  era  eht  moc p stneno  ni  eht  z id r ce t noi  

fo  eht  laixa  sdaol  P1 dna  P2 ni  eht  esehT.segnalf  ha ev  moc p stneno  Py 1,  na d Py 2,  eht ot lellarap  y a six  nevig  
yb   

 
 
 

(5. )1  
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rugiF e ffE 1.5 e eb no repat fo tc am an la y .sis  
 

id eht rof ,hcihw ni r δ ,nwohs repat fo noitce y n si 2 eg vita e. gnalf ni daol laixa ehT e 

 

① yb nevig si  

f gnitutitsbuS o  r Py,1f or m Eq  . w ,)1.5( e evah  
 
 
 

2.5( )  
 

imiS l lra y, 
 
 
 

5( . )3  
 

ehT  lanretni  raehs  ecrof  Sy irpmoc s se  eht  tnatluser  Sy,w fo  eht  bew  raehs  swolf  egot t reh  iw th eht  
v  fo stnenopmoclacitre P1 a dn  P2. Th ,su  
 
 
 
 
or 
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(5 )4.  
 

t os h ,ta  
 
 
 

5( . )5  
 

niagA  ew  on te taht  δy2 ni  sqE . )4.5(  dna  )5.5(  si  evitagen . noitauqE  )5.5(  yam  eb  us de  to ed ter enim the 
raehs  wolf  noitubirtsid  ni  eht  .bew  roF  a yletelpmoc  edi a ezil d eb a ,m  eht  bew  raehs  wolf  si  

httnatsnoc r hguo  eht  ped th dna  si  nevig  yb  Sy,w/h. roF  a eb am ni  hcihw  eht  bew  si  ylluf  fe f evitce  in 
idgnitsiser r tce  ,sesserts  eht  bew  raehs  wolf  noitubirtsid  si  ,dnuof  ni  hcihw  Sy si  decalper  yb  Sy,w dna  ,hcihw  

ht rof e beam o F f ig.  ,1.5 ow filpmis dlu y ot  

 
 
 
 

(5 )6.  
 
or 

 
 
 
 

(5 7. )  
 
 
 

SMAEB NOITCES DESOLC DNA NEPO  
 

eW  llahs  won  redisnoc  eht  om re lareneg  esac  fo  a maeb  derepat  ni  owt  id r snoitce  gnola  sti  htgnel  dna  
gnisirpmoc  na  tnemegnarra  fo  b smoo  dna  niks . lacitcarP  xe a selpm  fo  hcus  a eb am era  moc p el te sgniw  

dna  segalesuf . ehT  eb am may be fo  nepo  ro  olc s de  ;noitces  eht  stceffe  fo  repat  era  ed ter denim  ni  an 
 lacitnedi m nna e  ni r e hti e sac r e. 

 
ugiF re )a(2.5  swohs  a trohs  gnel th δz fo  a eb am gniyrrac  raehs  ol a sd  Sx dna  Sy ta  eht  s ce t noi  z;Sx dna  Syare 
isop t evi  nehw  gnitca  ni  eht  cerid t snoi  nwohs . oN te ht at fi  eht  eb am ew re fo  op ne  ssorc  ,noitces  eht  raehs  

tnec raehs sti hguorht deilppa eb dluow sdaol e ht fo gnitsiwt on taht os r e be rrucco ma e .d  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

egaP  |  911



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e pat fo tceffE2.5 e ht no r e s desolc dna nepo fo sisylana e b noitc eam .s  
 
 
 
nI  noitidda  ot  s raeh  ,sdaol  eht  beam si  ejbus ct de  to gnidneb  stnemom  Mx dna  My, hcihw  ecudorp  id r tce  

sesserts  ζz ni  t eh  smoob  dna  niks . esoppuS  taht  ni  eht  r ht  moob  t eh  id r tce  sserts  ni  a id r ce t noi  lellarap  t  o  
ht e z sixa  si  ζz,r. hT e oc m enop n  t Pz,r ht fo e  daol laixa Prin ht e r oob ht m yb nevig neht si  

 
 

5( . )8  
 

hW ereBr ssorc eht si - ht fo aera lanoitces e rth oob m. 
 
From iF g  . b( 2.5 ), 

 
 
 

9.5( )  
 

htruF e  ,r f or m iF g  . (2.5 )c , 

 
egaP  |  021



 
 
 
 
o bus ,r s tutit ing fo P r y,r orf m Eq. 9.5( ), 
 
 
 

 )01.5(  
 

daol laixa ehT  Pr eht si n evig n yb  
 
 
 

5( . )11  
 
or 

 
 
 

5( . )21  
 
 
 
T eh  deilppa  raehs  sdaol  Sx dna  Sy era  caer t de  by t eh  r stnatluse  of eht  raehs  swolf  ni  t eh  s pnik a slen  a dn  

eht htiw rehtegot ,sbew  stnenopmoc  Px,ra dn  Py,r sdaol laixa eht fo   eht ni b smoo . ehT r fi ,erofe  Sx,w na dSy,ware 
fo latot a si ereht dna swolf raehs bew dna niks eht fo stnatluser eht  m bo i smo n ht e se tc ion, 

 
 
 
 

5( . )31  
 

tutitsbuS ing in Eq  . of )31.5( r Px,ra dn  Py,r orf m Eqs. w ,)9.5( dna )01.5( e evah  
 
 
 
 

(5 )41.  
 
He cn e, 
 
 
 
 

.5( 1 )5  
 

ehT  raehs  wolf  noitubirtsid  ni  na  nepo  ces t noi  eb am si  won  ,deniatbo  Sx si  decalper  by S w,x  dna  Sy by 
Sy w, orf m qE . .)51.5(  ylralimiS  rof  a solc de  noitces  ,maeb  Sx dna  Sy era  decalper  yb  S w,x dna  S w,y . nI  the 
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rettal  ,esac  eht  tnemom  noitauqe  r iuqe res noitacifidom  eud  ot  eht  ecneserp  fo  eht  b moo  ol ad stnenopmoc  
P r,x dna  P r,y . rf ,suhT om iF g  .  ,3.5 we 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e oitacifidoM 3.5 hs ni noitauqe tnemom fo n e b noitces desolc fo ra eam  s due to bo l mo oad. 
 
 
 
 
 
 

(5 )61.  
 

noitauqE  )61.5(  si  id r ce t yl  elbacilppa  ot  a derepat  b mae  cejbus t de  ot  secrof  isop t denoi  ni  noitaler  ot  the 
tnemom  retnec  sa  nwohs . eraC  tsum  eb  nekat  ni  a ralucitrap  orp melb  to usne re taht  eht  stnemom  of eht  

crof e ra s e ht nevig e rroc e gis tc n. 
 
 
 

RA REGNIRTS ELBAIRAV E SA  

nI  ma yn  ,tfarcria  larutcurts  eb a ,sm  hcus  sa  ,sgniw  evah  sregnirts  ohw se sorc s-s ce t lanoi  saera  yrav  ni  the 
esiwnaps  noitcerid . ehT  stceffe  fo  siht  noitairav  no  t eh  ed ter noitanim  fo  raehs  wolf  noitubirtsid  onnac  

oferehtt re eb  dnuof  yb  eht  em t sdoh  dessucsid  ylsuoiverp  hcihw  emussa  tnatsnoc  moob  saera . Infa ,tc  fi  eht  
regnirts  sserts  si  ma ed  tnatsnoc  yb  gniyrav  eht  aera  of sorc s ces t ,noi  ereht  si  on  egnahc  ni  ehs ra  wolf  sa  

ht e gnirts e oob/r m ssorc si ed. 
 
T eh  noitaluclac  fo  s raeh  wolf  snoitubirtsid  ni  bea sm  ha gniv  v ra ia elb  ts r regni  ra eas si  desab  on 

evitanretlaeht  dohtem  rof  eht  noitaluclac  fo  raehs  wolf  snoitubirtsid . ehT  regnirts  sdaol  Pz 1,  dna  Pz 2,  era  
aluclac t de  ta  owt  s snoitce z1 dna  z2 fo  t eh  beam a tneinevnoc  ecnatsid  trapa . eW  emussa  t tah  eht  regnirts  

irav daol e ht taht os htgnel sti gnola ylraenil s e p daol regnirts ni egnahc e b fo htgnel tinu r eam evig si n yb  
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hT e hs e olf ra w llof noitubirtsid ow rp sa s e lsuoiv y ebircsed d. 
 
Win sg  

gniW  s snoitce  tsisnoc  fo  niht  s snik  fits f dene  yb  moc b snoitani  fo  ,sregnirts  raps  ,sbew  dna  spac  a dn  r sbi .  
ehT  gnitluser  erutcurts  neuqerf t yl  sesirpmoc  ,eno  ro ,owt  om re sllec  dna  si  ylhgih  der u tnadn . evewoH r  , as 

ni  eht  ac se fo  uf s egale  s ,snoitce  eht  egral  numb re  fo  olc s yle  decaps  egnirts rs swolla  eht  pmussa t noi  fo  a 
tnatsnoc  raehs  wolf  ni  eht  niks  eb t neew  tnecajda  sregnirts  os  taht  a gniw  noitces  yam  eb  dezylana  sa  

eht sa gnol sa dezilaedi yletelpmoc erew ti hguoht  id r ce sserts t - niks eht fo yticapac gniyrrac  rof dewolla si  
yb  idda t snoi  ot  eht  sixe t gni  moob/regnirts  saera . eW  llahs  sevni t etagi  eht  a sisylan  fo  mu ralullecitl  gniw  

snoitces  detcejbus  ot  ,gnidneb  noisrot a ,l  dna  raehs  ,sdaol  ,hguohtla  itini a ,yll  ti  lliw  eb  rtsni evitcu  to 
eerht dezilaedi na fo esac laiceps eht enimaxe - oob m .llehs  

 
 
 

EERHT - MOOB  LLEHS  

ehT  gniw  noitces  nwohs  ni  giF . 4.5  sah  neeb  dezilaedi  ni to na  tnemegnarra  fo  id r tce  serts s- gniyrrac  
smoob  dna  s aeh r- sserts - ylno  rac r gniy  niks  slenap . T eh  trap  fo  eht  w gni  s ce t noi  tfa  fo  t eh  citrev al ps ar 13  
rofrep m a na s e lor cimanydor e ht si dna ylno ere rof e rtsnu e .dess  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

eerhT 4.5 erugiF - oob m s gniw e oitc n. 
 

tfiL  dna  gard  ol a ,sd  Sy dna  Sx, ecudni  raehs  swolf  ni  eht  s nik  ,slenap  hcihw  era  tnatsnoc  eb t eew n tnecajda  
,smoob  ecnis  eht  noitces  sah  neeb  elpmoc t yle  dezilaedi . ehT r ,erofe  gnivloser  yllatnoziroh  dna  gniton  taht  

ht fo tnatluser eht e tni e ht ot tnelaviuqe si swolf raehs lanr e w ,daol deilppa e evah  
 
 

5( . )71  
 

oN w re nivlos g ve llacitr y, 
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(5. )81  
 

at ,yllaniF k ni g ba stnemom o b ,yas ,tu oom ,3  
 
 

5( . )91  
 
nI  eht  ,evoba  eht re era  eerht  nwonknu  seulav  fo  raehs  ,wolf  q 21 , ,32q  ,13q  dna  eerht  snoitauqe  fo  yllacitats  

eq liu i rb ium. eerht a taht erofereht edulcnoc eW - oob m ed yllacitats si llehs dezilaedi tanimret e. 
 

eW  llahs  nruter  ot  eht  elpmis  esac  fo  a eerht - moob  gniw  ces t noi  nehw  ew  xe a enim  t eh  snoitubirtsid  fo  
tcerid  ol ad dna  raehs  swolf  ni  gniw  sbir . ,elihwnaeM  ew  llahs  redisnoc  eht  ,gnidneb  ,noisrot  dna  raehs  fo  

 ralullecitlum w s gni e oitc n .s  
 
 
 
B DNE I GN  

gnidneB  stnemom  ta  yna  s ce t noi  fo  a gniw  era  yllausu  dorp u dec  yb  s aeh r sdaol  ta  rehto  ces tio sn  fo  the 
w ni g. ehT  id r tce  sserts  metsys  rof  hcus  a gniw  ces t noi  giF( . )5.5  si  nevig  by ie t reh  qE . )1.3(  ro  qE . (3 2. ), 
ni  hcihw  eht  setanidrooc  ,x(  )y  fo  yna  iop tn  ni  eht  ssorc  noitces  dna  eht  lanoitces  seitreporp  derrefer era  ot  

serts tcerid eht fo diortnec eht htiw sedicnioc C nigiro eht hcihw ni yxC sexa s- .aera gniyrrac  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e dI5.5 e s dezila e  a fo noitc m iw llecitlu ng. 
 

ISROT ON 

ehT  drohc  esiw  sserp eru  noitubirtsid  no  na  nydorea a cim  ecafrus  yam  eb  neserper t de  yb  raehs  sdaol  tfil(  
dna  gard  )sdaol  gnitca  t orh u hg  eht  a nydore a cim  nec ter egot t reh  htiw  a gnihctip  tnemom  M0 . sihT  s sy t me  

fo  s raeh  ol a sd  yam  be derrefsnart  ot  t eh  s raeh  nec ter fo  t eh  s ce t noi  in t eh  of rm fo  s raeh  sdaol  Sxand 
Sy rehtegot  htiw  a euqrot  T. tI  si  eht  erup  ot r nois  esac  t tah  si  edisnoc r de  ereh . nI  eht  ylana s ,si  ew   emussa  

erp era stceffe tniartsnoc laixa on taht s  fo epahs eht taht dna tne t  gniweh s  noitce r  degnahcnu sniame b t y he 
daol  pa noitacilp . nI  t eh  ecnesba  fo  laixa  ,tniartsnoc  eht re si  on  oleved p tnem  fo  tcerid  sserts  ni  eht   gniw  

noitces  os  taht  ylno  raehs  sesserts  era  erp s tne . tI  swollof  taht  eht  erp s ecne  fo  smoob  seod  ton  tceffa  th  e  
ht ni sisylana e rup e to oisr n sac e. 
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ehT  gniw  noitces  nwohs  ni  giF . 6.5  irpmoc s se  N llec s dna  seirrac  a euqrot  T hcihw  setareneg  udividni al 
tub  nwonknu  seuqrot  ni  hcae  fo  eht  N ec lls. hcaE  llec  eht r ofe re spoleved  a wolfraehstnatsnoc  qI,q II , . . . 

,qR, . . . ,qN  .  
 

reht si latot ehT e erof  

 
 
 
 

5( . )02  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e s gniw llecitluM6.5 e jbus noitc e etc d to to oisr n. 
 

hguohtlA  qE . )02.5(  si  tneiciffus  rof  eht  noitulos  fo  eht  sp laice  esac  fo  a lgnis e- llec  ces t ,noi  hcihw  si  
eht r erofe  yllacitats  eted r ,etanim  lanoitidda  snoitauqe  era  iuqer r de  of r na  N- llec  ces t .noi  T eh se are 

deniatbo  by gniredisnoc  t eh  etar  fo  tsiwt  ni  hcae  llec  dna  eht  itapmoc b ili ty fo  lpsid ca tneme  c idno t noi  ht at 
lla  N sllec  sop s sse  eht  emas  etar  fo  tsiwt  ;zd/ζd  siht  sesira  yltcerid  morf  eht  pmussa t noi  fo  na  sidnu t detro  

rc o s ss e itc on. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e hS7.5 e olf ra w ht ni noitubirtsid e R llec ht   na fo N-ce  ll w ni g se tc ion. 
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disnoC e ht r e R ht fo llec ht e wohs noitces gniw n in iF g. 5.7. hT e tar e ht ni tsiwt fo e lec l i ,s  
 
 
 
 
 

(5 )12.  
 

ehT  raehs  wolf  ni  qE . )12.5(  is tnatsnoc  gnola  hcae  llaw  fo  eht  llec  dna  sah  eht  lav u se  nwohs  ni  .giF  
.7.5 W tir i gn ʃds/  t fo  r e E ,δ sa llaw hca q. (5 b )12. ecomes 

 
 
 
 
 
 

t eht gnignarraer ,ro erm rauqs ni s e kcarb e ,st  
 
 
 
 
 
 

ret lareneg nI m  noitauqe siht ,s m ht ni nettirwer eb ya e mrof  

 
 
 

22.5( )  
 
ni  hcihw  δR-1,R isʃds/t rof  eht  llaw  nommoc  to eht  R ht  dna  (R- ht)1  sllec , δRisʃds/t rof  lla  eht  sllaw  

ht gnisolcne e R ,llec ht   dna δR+ ,1 R isʃds/  t ht rof e w ht ot nommoc lla e Rth na d (R t)1+ h ec ll .s  
 

ehT  lareneg  of rm fo  qE . )22.5(  si  elbacilppa  ot  mu llecitl  s snoitce  ni  hcihw  eht  c slle  are cennoc t de  
oc n vituces ely— taht  ,si  llec  I si  nnoc ce t de  ot  llec  ,II  llec  II  ot  sllec  I dna  ,III  dna  os  no . nI  emos  ac s ,se  llec  

I yam  eb  cennoc t de  ot  sllec  II  dna  ,III  dna  os  no  taht os  .qE  )22.5(  tonnac  eb  ni desu  sti  lareneg  of rm. For  
siht  epyt  fo  ,noitces  eht  et rm ᶋq(ds/t) dluohs  eb  detupmoc  yb  edisnoc d(gnir s/t) rof  hcae  llaw  fo  a 

c ralucitrap e i ll n rut n. 
 

ehT re era  N snoitauqe  fo  eht  epyt  )22.5(  ,hcihw  iw th qE . ,)02.5(  esirpmoc  eht  N 1+  snoitauqe  deriuqer  ot  
vlos e ht rof e N no eht dna wolf raehs fo seulav nwonknu e ulav nwonknu e fo  ζd / .zd  

 
,yltneuqerF  in ,ecitcarp  eht  niks  slenap  dna  raps  sbew  era  detacirbaf  morf  am t slaire  sop s gnisse  effid r tne  

seitreporp  hcus  taht  eht  raehs  dom u sul  G si  ton  tsnoc a tn . ehT  ylana s si  fo  hcus  s snoitce  si  mis p deifil  fi  t eh  
 ssenkciht lautca t  a ot detrevnoc si llaw a fo m suludo - nkciht dethgiew e t ss ∗ f sa o oll w .s  

 
t roF he R  llec ht o a f n N- i noitces gniw llec n w cih h G irav e orf s m  ot llaw w E ,lla q. mrof eht sekat )12.5(  
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 noitauqe sihT m sa nettirwer eb ya  
 
 
 
 

(5 )32.  
 
in cihw h G FER  oc a si n einev n r t efe er nce value ht fo e hs e om ra dul su .  si )32.5( noitauqE now er w ettir n sa  
 
 
 
 

5( . )42  
 

suludom eht hcihw ni - nkciht dethgiew e t ss ∗ evig si n yb  

 
 
 

(5 )52.  
 

RAEHS  
,yllaitinI  ew  llahs  redisnoc  eht  lareneg  esac  fo  na  N- llec  gniw  s ce t noi  irpmoc s gni  smoob  dna  niks  ,slenap  

eht  rettal  gnieb  elbapac  fo  r sise t gni  ob th id r tce  dna  s raeh  serts s se . ehT  gniw  s noitce  si  cejbus t de  ot  s raeh  
sdaol  xS  dna  S ,y  ohw se senil  fo  noitca  od  ton  ylirassecen  ssap  ht r hguo  t eh  s raeh  nec t re  S ees(  F .gi  

ht;)8.22 e re ht si noitubirtsid wolf raehs gnitlus e rofer e ud e ht ot e oc m enib  d e hs fo stceff e .noisrot dna ra  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ugiF r 8.5 e N- s gniw llec e jbus noitc e etc d to hs e l ra oad .s  
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ehT  dohtem  rof  eted r gninim  eht  raehs  wolf  noitubirtsid  dna  eht  etar  fo  tsiwt  si  desab  no  a pmis le 
noisnetxe  fo  eht  sisylana  fo  a elgnis -c lle  beam cejbus t de  to raehs  sdaol . hcuS  eb am si  yllacitats  

edni ter ,etanim  eht  s elgni  der u ycnadn  b gnie  s cele t de  sa  eht  lav ue fo  s raeh  tawolf  na  ylirartibra  p iso t denoi  

 

― .tuc ǁ T ,suh  eht  N- llec  gniw  noitces  fo  giF . 8.5  yam  eb  ma ed  yllacitats  ed ter etanim  by 

 

― uc gnitt ǁ a niks  
lenap  ni  hcae  llec  sa  nwohs . Wh li e ht e ac aut l posi oit n of ht ese 

 

―c stu ǁ si  eroeht t yllaci  ,lairetammi  eht re era  
a vd an t segat o be g enia d orf m  a n mu e acir l iop n  t o  f v ei w ht fi e 

 

raǁstuc― e m da e ne t ra he ertnec  fo  eht  pot  ro  
lenap niks mottob  ni  hcae  llec  . eht ta ,yllareneG s ,stniop e   eht r de u  tnadn s eh ra  swolf  (qs 0, ms era ) a taht os ll  

eht  lanif  raehs  swolf  reffid  ylno  s hgil t yl  morf  t esoh  fo  eht  ed ter anim te erutcurts . ehT  metsys  fo  
mis u suoenatl  snoitauqe  morf  hcihw  t eh  lanif  raehs  swolf  era  of u dn  lliw  t neh  be 

 

― ew ll- noc di noit edǁ a dn  
lliw  ecudorp  elbailer  r stluse . ehT  s noitulo  fo  na  

 

lli― - denoitidnoc  

 

metsys―  fo  snoitauqe  ow u dl  ylbaborp  
noitcartbus eht evlovni  fo  egral  ezis ralimis a fo srebmun  hcihw  erofereht dluow  eb ot deen  pxe r se s a ot de  

egral  rebmun  fo  ifingis tnac  ugif r se  rof  elbanosaer  ycarucca . hguohtlA  siht  gninosaer  seod  ton  ylppa  ot  a 
elpmoc t yle  dezilaedi  gniw  ,noitces  ecnis  eht  detaluclac  seulav  fo  s raeh  wolf  era  tnatsnoc  eb t neew  th  e  

oob m  ,s i  t i a s gain a vd an egat o t su o 

 

tuc― ǁ ei ht e t r o ro p  mottob  niks  enap sl  ,rof  ni  eht  sp laice  esac  fo  a gniw  
noitces  gnivah  a latnoziroh  sixa  fo  ,yrtemmys  

 

ǁtuc―a  ,ni  ,yas  eht  pot  niks  slenap  lliw  tluser  ni  eht  

 

nepo―  
ces it no ǁ ehs ar fl swo  (qb z gnieb ) e ht ni or e bo ott m skin nap e .sl  

 
 
 
The 

 

―open secti no ǁ hs e f ra low q i b n ht e w ni g sec oit n o F f ig. .5 8 i  s g evi n yb  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

eW  era  tfel  htiw  na  nwonknu  eulav  fo  raehs  wolf  ta  hcae  fo  eht  

 

ǁ,stuc―  taht  ,si  q ,I,0,s  qs, ,II,0  . . . q, N,0,s sulp,  
eht  u nwonkn  etar  fo  tsiwt  ζd / ,zd  ,hcihw  fr mo  t eh  noitpmussa  fo  an otsidnu rt de  cr sso  s ,noitce  si  eht  sa em  
rof  hcae  llec . ehT r ofe r ,e  sa  ni  eht  t noisro  ,esac  eht re era  N 1+  snwonknu  r qe u gniri  N 1+  snoitauqe  for a 

s lo oitu n. 
 

noC s redi  eht  htR  llec  s nwoh  ni  giF . 5.9. ehT  elpmoc te noitubirtsid  fo  s raeh  wolf  dnuora  t eh  llec  si  nevig  
yb  eht  noitammus  fo  eht  

 

nepo―  noitces ǁ raehs  wolf  qb dna  eht  eulav  fo  raehs  wolf  ta  eht  

 

qǁ,tuc― s 0, ,R. We 
yam  erofereht  drager  q R,0,s sa  a tnatsnoc  raehs  wolf  gnitca  dnuora  eht  llec . ehT  etar  fo  stsiwt  niaga  nevig  

by, 
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 wolf raehs tnadnudeR9.5 erugiF N na fo llec htR eht ni - jbus noitces gniw llec e hs ot detc e .ra  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

uirbiliuqe tnemoM 01.5 erugiF m  fo Rth lec l. 
 

 taht ecuded ew ,esac noisrot erup eht htiw gnirapmoc yB  

 
 
 
 

5( . )62  
 
ni  hcihw  bq  sah  ylsuoiverp  neeb  eted r denim . ehT re era  qe snoitau  fo  t eh  yt pe )62.5(  os  taht  a rehtruf  

noitauqe  si  qer u deri  to evlos  rof  eht  N 1+  snwonknu . sihT  si  deniatbo  yb  noc s gniredi  eht  mo tnem  
uirbiliuqe m ht fo e Rth lec l in Fig. 5. .01  

 
hT e Mtnemom R,q  ht yb decudorp e to hs lat e olf ra w ba o a tu yn  einevnoc n ec tnemom t nte Or i evig s n yb  
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N 



gnitutitsbuS  rof  qR ni  smret  fo  eht  

 

nepo―  noitces ǁ raehs  wolf  bq  dna  eht  tnadnuder  raehs  wolf  qs, ,0 R,we 
h eva  
 
 
 
 
 
 
or 

 
 
 
 
 

us ehT m orf stnemom eht fo m  eht fo tnemom eht ot tnelaviuqe si sllec laudividni eht e yllanretx  
 

ba sdaol deilppa o ht tu e mas e point. ht rof ,suhT e niw g oitces n o iF f g. 5. ,8  

 
 
 

72.5( )  
 
fI  eht  tnemom  retnec  si  nesohc  ot  edicnioc  htiw  eht  tniop  fo  noitcesretni  fo  eht  senil  fo  noitca  fo  Sx dna Sy, 

Eq. b )72.5( e oc mes 
 
 
 
 
 

.5( 2 )8  
 
 
 

I STUOTUC N NIW GS 

,sgniW  sa  llew  sa  lesuf a ,seg  evah  sgninepo  ni  ieht r secafrus  ot  adommocca te ,segairracrednu  enigne  
sellecan  dna  snopaew  ,snoitallatsni  dna  so htrof . nI  ,noitidda  sni p noitce  slenap  era  iuqer r de  ta  cificeps  

galesuf rof sa ,taht os snoitisop e ht ,s e daol ht fo snoitrop tnecajda ni s e niw g rutcurts e ra e mo eifid d. 
 

yllaitinI  ew  llahs  redisnoc  eht  ac se fo  a gniw  cejbus t de  ot  a erup  euqrot  ni  hcihw  eno  yab  fo t eh  gniw  sah  
ht e iks n on dnu sti e cafrusr e evomer d. 

 
 
 
Fu es egal  F mar es and Wi gn  sbiR  

tfarcriA  era  rtsnoc detcu  yliramirp  morf  niht  latem  sniks  hcihw  era  elbapac  fo  gnitsiser  in-p enal  t noisne  
dna  raehs  sdaol  tub  elkcub  rednu  ylevitarapmoc  wol  seulav  fo  ni - enalp  pmoc r evisse  sdaol . ehT  sniks  era  
eht r erofe  deneffits  yb  lanidutignol  sregnirts  hcihw  tsiser  eht  in-pla en  serpmoc s evi  sdaol  ,dna  ta  eht  emas  

 
egaP  |  031



,emit  tsiser  llams  detubirtsid  sdaol  on r lam  to eht  lp a en  fo  eht  s nik . ehT  evitceffe  htgnel  ni  noisserpmoc  fo  
eht  sregnirts  si  ,decuder  ni  eht  ac se fo  uf s ,segale  yb  revsnart se semarf  ro  ehklub a sd  ,ro  ni  t eh  ac se fo  

,sgniw  yb  sbir . nI  idda t ,noi  eht  semarf  dna  sbir  er s tsi  detartnecnoc  sdaol  ni  evsnart r es  p senal  dna  tr na s tim  
meht  ot  eht  sregnirts  dna  eht  enalp  fo  eht  niks  . ,suhT  revelitnac  sgniw  yam  eb  detlob  ot  lesuf a eg  semarf  ta  

eht  raps  ,spac  elihw  u acredn egairr  sdaol  era  imsnart t det  ot  eht  gniw  orht u hg  raps  dna  bir  tnemhcatta  
op in .st  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

NOITCURTSNOC BEW/RENEFFITS FO SELPICNIRP  

,yllareneG  semarf  dna  sbir  era  sevlesmeht  detacirbaf  morf  niht  steehs  fo  latem  dna  eht r ofe re iuqer re 
gnineffits  srebmem  to etubirtsid  eht  detartnecnoc  ol ads ot  eht  niht  sbew . fI  eht  ol ad si  deilppa  ni  eht  p enal  

sreneffits eht ,bew a fo  dengila eb tsum  eht htiw  id r noitce  ol eht fo ad. si siht fi ,ylevitanretlA  ,elbissop ton  
eht  daol  s dluoh  eb  deilppa  ta  eht  ni t re s noitce  fo  owt  sreneffits  os  taht  hcae  reneffits  r stsise  eht  moc p tneno  

 sti ni daol fo d ri e oitc n. 
 
 
 
F ESU AL EG  F AR M SE  

eW  evah  on t de  taht  egalesuf  semarf  refsnart  sdaol  ot  eht  uf s egale  s lleh  dna  edivorp  loc u nm  troppus  rof  
eht  lanidutignol  sregnirts . T eh  semarf  yllareneg  at ek  eht  of rm fo  op ne  sgnir  os  t tah  eht  ni t roire  fo  t eh  

egalesuf  si  ton  detcurtsbo . yehT  era  cennoc t de  ylsuounitnoc  dnuora  rieht  irep p seireh  ot  eht  uf s egale  s lleh  
rof ni ralucric ylirassecen ton era dna m mmys eb yllausu lliw tub e v a tuoba lacirt e .sixa lacitr  

 
A uf s egale  emarf  si  ni  muirbiliuqe  u redn  eht  ca t noi  fo  yna  xe t lanre  ol a sd  dna  eht  r noitcae  s aeh r swolf  

morf  eht  uf s egale  s lleh . esoppuS  taht  a lesuf a eg  emarf  sah  a lacitrev  sixa  fo  yrtemmys  dna  aseirrac  
lacitrev  etxe r lan  daol  W, sa  nwohs  ni  giF . 11.5  )a(  dna  )b( . ehT  uf s le a eg  regnirts/llehs  s ce t noi  sah  neeb  
dezilaedi  hcus  taht  eht  uf s egale  niks  si  evitceffe  ylno  ni  .raehs  esoppuS  osla  taht  eht  raehs  ecrof  ni  eht  
egalesuf  yletaidemmi  ot  eht  tfel  fo  eht  emarf  si  S 1,y  dna  taht  eht  raehs  ecrof  ni  eht  lesuf a eg  yletaidemmi  ot  

ht e ht fo thgir e marf e S si y 2, lc ; e S ,ylra 2,y S= y 1, -W. S 1,y S dna , y 2,  neg e tar e hs e olf ra w oitubirtsid n q s 1 na d q2, 
ser p ,ylevitce  ni  t eh  uf s egale  ,niks  hcae  nevig  yb  Eq. ,)1.12(  ni  hcihw  S 1,x S= 2,x ,0=  dna  I yx yC(0=  si  na  sixa  

rtemmys fo y). ehT  s raeh  wolf  fq  timsnart t de  ot  eht  yrehpirep  fo  eht  emarf  si  lauqe  ot  eht  ciarbegla  mus  fo  
q1 na d q2 t , h  ta i ,s  
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Th ,su  tsbus i tut i gn  fo q r 1 na d q2o atb ined na d no nit g th S ta y,2 S= y,1- ew ,W  evah  

 
 
 
 
 
in cihw h q 0,s  etaluclac si d  , where ht e hs ea l r oad dna W si  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

rugiF e aoL11.5 d o s n suf a e gal e marf e. 
 
 
 

NIW G IR BS 

gniW  sbir  ofrep rm ralimis  cnuf t snoi  ot  oht se p ofre r dem  by uf s egale  semarf . yehT  ma niatni  eht  s epah  fo  
eht  gniw  ,noitces  tsissa  ni  gnittimsnart  etxe r lan  ol a sd  ot  eht  w gni  ,niks  dna  ecuder  eht  nmuloc  htgnel  fo  
eht  sregnirts . riehT  ,yrtemoeg  ,revewoh  si  yllausu  effid r tne  ni  taht  yeht  era  yltneuqerf  fo  nu s lacirtemmy  

epahs  dna  ssessop  sbew  hcihw  era  suounitnoc  xe c tpe  rof  ssenthgil  seloh  dna  sgninepo  rof  lortnoc  .snur  
r gniW cejbus era sbi t  de t smetsys gnidaol o  oht ot ralimis era hcihw s  deilppa e t uf o s egale  semarf . etxE r lan  

deilppa sdaol  enalp eht ni   fo t egnahc a ecudorp bir eh  ecrof raehs ni  eht ni  reht ssorca gniw i siht ;b  dni u sec  
re hs noitca e p sti dnuora swolf ra e hpir ery. 
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gnidnaL  raeG  a dn  T sepy  

g gnidnaL e d si ra e ht troppus ot dengis e ht fo daol e cafrus rof tfarcria e po e tar ions 
 

• erht fo stsisnoc yllacipyt raeg gnidnal ehT e  :sleehw  
o  owT m dis hcae no detacol eno( sleehw nia e ht fo e galesuf e) 
o eehw driht A htie denoitisop l e ht ta r e r ro tnorf e ht fo ra e enalpria  

• driht eht nehW  leehw  detacol si  liat a dellac si ti ,liat eht no - eht dna ,leehw  sa ot derrefer si ngised  
evnoc n oit n g la e ra  

• driht eht nehW  eson a dellac si ti ,eson eht no detacol si leehw -  ,leehw eht dna  ot derrefer si ngised  
lcycirt a sa e ge ra  

•  rof staolf htiw deppiuqe eb osla nac tfarcriA w ta e po r e f siks ro snoitar o nidnal r g on wons  
 

o sepyT f naL d G gni e :ra  

pyt lareves era erehT e irogetac niam ruof otni llaf hcihw raeg gnidnal fo s e :s  
 

• oitnevnoC liat( lan - G )leehw e ra  
• lcycirT e Ge ra  
• Pon oot ns 
• exiF d Ge ra  
• Re lbatcart e Ge ra  

 
 
 

oC n ev n anoit l eG a :r  

gnidnaL  raeg  me p gniyol  a aer r- om unt de  leehw  si  ca dell  c noitnevno al la gnidn  raeg  Ta li - ehw el 
evnoC( n oit nal ])  

 
liaT - leehw  gnidnal  raeg  tfarcria  evah  owt  iam n sleehw  dehcatta  ot  eht  emarfria  eha ad fo  sti  neC t re  fo  

ht fo tsom troppus taht )GC( ytivarG e ht fo thgiew e erutcurts  
 

gatnavdA e :s  
 

• tauqeda swollA e lc dnuorg e cnara e gral a rof e rp r o rellep  
• roM e de lbaris e po rof e inu no snoitar m sdleif devorp  

 
dasiD van gat e :s  

 
• htiW  eht  GC  detacol  dniheb  eht  niam  ,raeg  lanoitcerid  lortnoc  fo  siht  epyt  tfarcria  semoceb  om re 

ht no elihw tluciffid e gro dnu  
• fI  eht  tolip  swolla  eht  ot tfarcria  evrews  elihw  gnillor  no  eht  dnuorg  a ta  wol  ,deeps  eh  ro  ehs  may 

ton  evah  tneiciffus  reddur  lortnoc  dna  eht  GC  lliw  tpmetta  ot  teg  daeha  fo  eht  ma ni  raeg  ihw ch 
m ht esuac ya e nalpria e to gro nu d ol op 

• ht nehw ytilibisiv drawrof doog fo kcaL e liat - n ro no si leehw e ht ra e uorg nd 
• smelborp tnerehni esehT  si )13.16 RAF( gniniart cificeps naem  iuqer r liat ni de - tfarcria leehw  
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rT i cyc l eG e ar: 

g gnidnaL e e ra m tnorf a gniyolp - lcycirt dellac si leehw detnuom e nidnal g ge ra  
 

elcycirT  gnidnal  raeg  tfarcria  evah  t ow  niam  sleehw  dehcatta  to eht  emarfria  b dnihe  sti  GC  taht  troppus  
eht fo tsom  w fo thgie  erutcurts eht  

 
son a ,yllanoitiddA e divorp yllacipyt lliw leehw e son fo tros emos e ets leehw e nir g oc n rt ol 

 
gatnavdA e :s  

 
• tI  swolla  om re lufecrof  noitacilppa  fo  t eh  sekarb  gnirud  sgnidnal  ta  hgih  sp sdee  tuohtiw  gnisuac  

ht e t tfarcria o on se vo er 
• p tI erm b sti e ht rof ytilibisiv drawrof rett e nidnal ,ffoekat gnirud tolip g a , dn  gniixat  
• tI  sdnet  ot  tneverp  dnuorg  gnipool  )gnivrews(  yb  gnidivorp  erom  lanoitcerid  ilibats ty gnirud  

po dnuorg e cnis noitar e ht e rof si GC s'tfarcria w ht fo dra e m ia n sleehw  
• ek GC drawrof ehT e ht sp e nalpria e nil thgiarts a ni drawrof gnivom e htar e gnipool dnuorg naht r  

 
P ootno n :s  
 

nO e rom ro e ra ,staolf ro ,snootnop e dnu detnuom e galesuf eht r e to orp v di e oub yan yc  
 

anilataC YBP detadilosnoC eht sa hcus taob gniylf a ,tsartnoc yB suf sti sesu , e gal e ycnayoub rof  
 

rehtiE  type fo  s enalpae  may la so evah  gnidnal  raeg  elbatius  rof  ,dnal  gnikam  eht  elcihev  na  amp ih b suoi  
rcria a tf  

 
La dn i gn  aeG r Desig :n  

De po dednetni s'tfarcria na no gnidnep e g gnidnal noitar e  ra m b ya e htie sa dengised e :r  
 

• exiF d  , or 
• tcarteR a elb  

 
F dexi  aeG r: 

g dexiF e d si ra e d yfilpmis ot dengis e po dna ngis e noitar  
 

gatnavdA e :s  
 

• lA way yolped s ed 
• oL w co ts  

 
dasiD van gat e :s  

 
• rC e ta e tagitim ,gard tnatsnoc s e ht yb d e su e o voc a f e ellac r d iriaf a ng 
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Retr atca b el  La dn i gn  aeG r: 

A elbatcarter  raeg  si  dengised  ot  st er a enilm  eht  enalpria  yb  gniwolla  eht  gnidnal  raeg  ot  eb  dewots  isni de 
ht e rutcurts e d niru g nisiurc g gilf ht 

 
ehT  yramirp  stifeneb  fo  gnieb  elba  ot  tcarter  eht  gnidnal  raeg  era  cni r desae  bmilc  p ofre r ecnam  na d rehgih  

gard ni esaerced gnitluser eht ot eud sdeepsria esiurc  
 

elbatcarteR  gnidnal  raeg  smetsys  yam  eb  detarepo  rehtie  yllaciluardyh  ro  ,yllacirtcele  ro  yam  yolpme  a 
ibmoc n oita n ht fo e wt o sy ets ms 

 
gninraW  srotacidni  era  dedivorp  ni  eht  tipkcoc  ot  wohs  t eh  p toli  nehw  t eh  sleehw  era  nwod  dna  dekcol  

ra yeht nehw dna e ra yeht fi ro dekcol dna pu e tni ni e taidemr e po oitis ns 
 

po ycnegreme rof smetsyS e ra noitar e sla o rp o dediv  
 

dasiD van gat e :s  
 

• rcnI e esa d giew ht 
• rcnI e esa d co ts  
• rofrep hgih ot detimiL m cria ecna tfar  

 
 
 
 
 
 

eT x kooB t  
 

1. 

 

― nA  In ort duction to Airc ar ft St ur ctural An la ysisǁ by .T  H. .G  Me iveslE ,nosg e tL r d 102 ,. 0. 
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